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Üeber den Einfluss von RealitfttfiH und Stetigkeits- 
lledingungen auf die Lösung gewöhnlieher Diffe- 
rentialgleichungen. 

(Von Herrn E- B. Christoffel zu Zürich.) 



JLlie Aufgaben, deren Lösung von der Integration gewöhnlicher Dif- 
ferentialgleichungen abhängt, führen in der Regel Nebenbedingungen mit sich, 
welche aus der mit dem Problem gegebenen realen Bedeutung der einzelnen 
Vanabeln entspringen, und demgemäss stets in einer Beschränkung der Ver- 
änderlichkeit dieser Grössen bestehen. 

Man hat diesem Umstände bisher keine besondere Beacbiung geschenkt, 
indem bei den mir bekannt gewordenen Untersuchungen Aber Probleme dieser 
Art die Schlüsse sich ausschliesslich auf die den allgemeinen Lösungen ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen eigenthflmlicben Formverhältnisse stützen, 
ohne dass die Frage erwähnt wird, ob diese Formen auch die hier unerläss- 
liche Eigenschaft besitzen, jene nur auf Grössenyerhältnisse gerichteten Neben- 
bedingungen ununterbrochen zu befriedigen. 

Dies ist nun keineswegs unter allen Umständen der Fall; vielmehr 
kann es vorkommen, dass diese Nebenbedingungen zu wesentlichen Abwei- 
chungen von den Gesetzen zwingen, nach denen die in der allgemeinen Lö- 
sung dargestellten Functionen durch die Differentialgleichungen von bekannten 
zu unbekannten Wertheii fortgesetzt werden, und dann treten Erscheinungen 
ein, die bisher unbemerkt bleiben mussten, weil sie durch eine von diesen 
Gesetzen nirgendwo abweichende Rechnung nicht aufgedeckt werden können. 

1. 

Wir beschränken uns der Deutlichkeit wegen auf den Fall, wo die 
Auflösung gewöhnlicher Differentialgleichungen dazu dienen soll, um die 
Bewegung materieller Punkte zu bestimmen. Diese Aufgabe 3chliesst ihrer 
Natur nach drei Bedingungen ein, dass nämlich 1) bei allen jene Bewegung 
unmittelbar bestimmenden Grössen imaginäre Aenderungen, 2) bei der Zeit 
und den Coordinaten unstetige Aenderungen, und 3) bei der Zeit alle Be- 
schränkungen in der Zu- oder Abnahme ausgeschlossen bleiben. 
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Diese Bedingungen wfirden nicht besonders zu erwähnen sein, wenn 
sie mit den Differentialgleichungen der Bewegung niemals in Widerspruch 
kommen könnten. In Wirklichkeit sind aber diese letzteren nichts anderes,. als 
Gleichungen zwischen unbekannten Grössen, von denen einzelne die Derivirten 
anderer sind. Sie enthalten also thatsfichlicb zwei von einander zu unter- 
scheidende Bedingungen, von denen die eine darin besteht, dass die Werthe 
jener Grössen durch die Werthe der übrigen gegeben sind, die andere darin, 
dass sie überdies die Derivirten anderer sein sollen. So enthält z. B. die 
Differentialgleichung 

-^{^-^sma + xcosaj +'^'^ cos a-^xBmay = 1 

gleichzeitig alle Bedingungen, welche durch die beiden Gleichungen 

1 '1 da: 

— r(ysina+xcosa) +p-(jf cosa — xsina)* = 1^ ^ ^ IT 

ausgedrückt sind. 

Da hiernach zwei von einander durchaus unabhängige Bestimmungen 
vorliegen, von denen jede das Zeichen von j^ an die Zu- oder Abnahme 
von X bindet, nämlich einerseits die ursprüngliche Gleichung zwischen den 
Grössen x und y selbst nebst den Stetigkeils -Bedingungen, andererseits die 

doß 

Gleichung j^ = -^ nebst den Realitäts- und Stetigkeits- Bedingungen, so ist 

unmittelbar klar, dass Widersprüche zwischen sämmtlichen Bedingungen nicht 
immer unmöglich sind, und unter welchen Voraussetzungen sie eintreten müssen. 

Ein Widerspruch zwischen diesen sämmüichen Bedingungen tritt stets 
und auch nur dann ein, wenn eine Differentialgleichung oder ein System solcher 
in irgend einem Augenblicke anfängt, das Zeichen der Derivirten einer Function 
in einer den Realitäte- und Stetigkeits-Bedingungen widersprechenden Weise 
zu bestimmen. Von demselben Augenblicke an ist eine reelle und zugleich 
stetige Forlsetzung dieser Function nur möglich, wenn entweder eine zweite, 
sich dort stetig anschliessende, im Allgemeinen singulare Lösung existirt, oder 
die Differentialgleichnngen in einer entsprechenden Weise abgeändert werden. 
Es sind hier zwei Fälle zu unterscheiden: 

I. Wenn eine Function x und die unabhängige Variable t in Folge 

der Stetigkeitsbedingungen ihre Aenderungen im früheren Sinne fortsetzen 

dx 
müssen, aber zugleich ^ = ^' durch die Differentialgleichungen zu einem 

Zeichenwechsel gezwungen wird. 
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II. Wenn x' ohne Unsteligkeit sein Zeichen nicht wechseln kann^ aber 
X bei stetigem x' dnrch die Realifätsbedingnngen verhindert ist/ seine A ende« 
nmgen im froheren Sinne Torlzusetzen. 

Dieser zweite Fall tritt z. B. ein, wenn die Diflerentialgleichnngen ffir 
X, als Function von jr' betrachtet, ein Maximum bei positivem, oder ein 
Minimum bei negativem x' liefern, ohne dass den Bedingungen der Aufgabe 
durch eine besondere Lösung genügt werden kann, welche eine dem Zeichen 
von x' entsprechende Fortsetzung von a? gestattet, z. B. in der Differential- 
gleichung (ir'— a/+a:' = a^ für x^ = a, x = a. Hat x von Null aus gehend 
diesen Werth erreicht, so kann es wegen des Zeichens von x' nicht zu früheren 
"Werthen zurückkehren, wegen des Werlbes von x' nicht bei dem Werthe a 
behsrren, und wegen der Differentialgleichung und der Realitätsbedingungen 
denselben nicht überschreiten. 

Bedeutet bei einem mechaniechen Problem^ welches diesen FaU nuUUet^ 

X irgend eine Coordinatey t die Zeit, also -rr die Geschwindigkeit , mit welr- 

eher x wächst, so reicht die Angabe der besöhleunigenden Kräße nebst den 
Anfangs^, Realiläts- und Stetigkeits^Bedingungen zur völligen Bestimmung der 
Bewegung nicht für alle Folgezeilen hin, sondern nur bis zu dem Augenblicke, 
wo jener Fall zum ersten Male eintritL Von diesem Augenblicke an ist die 

stetige und zugleich reelle Fortsetzung eon x bei stetigem -^ unmöglich, also, 

da die erstere wegen des unbeschränkten Wachsens von t nothwendig ist, wird 

dSD 

^ ZU einer Unstetig keit gezwungen, die jedoch vollkommen willkürlich ist, 

weil die bis zu jenem Augenblicke wirkenden Bedingungen keine Angabe über 
die Grösse derselben enthalten. 

Auch der erste Fall ist unter zwei verschiedenen Voraussetzungen 
möglich. Sind nfimlich x,^^ Ai die Werthe von x und t, für welche derselbe 
eintritt, so genügt man entweder von da ab den Bedingungen der Aufgabe durch 
eine, von der bis dahin gültigen verschiedene, aber bei x=a\i, f = <,, sich stetig 
anschliessende Lösung, oder es hört, falls eine solche Lösung nicht existirt. 
wenigstens eine der Grössen x, t auf, reell zu sein. In der That kann unter 
dieser Voraussetzung x, wenn t den Werth lu überschreitet, weder =a\) 
bleiben, weil dies eine von der früheren, ein veründerliches x voraussetzenden, 
verschiedene Lösung wAre, noch kann es, ohne imaginfir zu werden, x^ über- 
schreiten, weil hierbei x^ sein Zeichen ändern wfirde^ während der dritte Fall, 

1* 
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dass es zu früheren Werthen zorflckkehre, durch die Voraussetzungen des 
vorliegenden Falles ausgeschlossen ist. 

Ein Beispiel dieser Art ist die Gleichung 

^X-yr) =1— a?^ Setzt man -57 = y? und be- 
trachtet X und jf als rechtwinklige Coordinaten 
eines Punktes, so entspricht dieser Gleichung 
eine Curve von der nebenverzeichneten Gestalt, 
welche die jf-Axe zweimal zur Asymptote hat. 
Lasst man nun x zwischen den Grenzen 
—1 und 1 oscilliren, und verlangt, dass hierbei 
alle einzelnen Theile im Ausdrucke fOr y sich mil 
X nach der Stetigkeit ändern, wie es spfiter zu bö- 
w^eisenden Sätzen zufolge bei der unbestimmten 
Integration vorstehender Differentialgleichung wirk- 
lich geschieht, so wird diese Curve durch den 

Punkt X, y von ai aus in der Richtung ax, (h^ 03, a«, o», Oe, 07, Og, »i, . . 

durchlaufen, indem y, so oft x durch Null geht, von einem der Werthsgebiete 

+ 00 und —00 ins andere springt, um sich von da ab eine Zeit lang nach der 

Stetigkeit zu ändern. 

Dies widerspricht jedoch auf der Seite der negativen x der Bedingung, 

dass bei reellen Werthen aller Variabeln stets j^ = -37 ^^i^ indem auf dem 

dm 

Zweige 05, Oe, bei abnehmendem x, -^ positiv, auf dem Zweige 07, Ob, bei 

dm 

wachsendem x, -rr negativ sein würde. Wenn man daher aus obiger Diffe- 
rentialgleichung X durch unbestimmte Integration ermittelt, und die willkflrliche 
Constante der Bedingung gemäss wählt, dass der Punkt x, y zur Zeit / = 
von Ol ausgehe, so kann diese Lösung reelle Werthe für x bei reellem / nur 
bis zu dem Augenblicke liefern, wo x zum ersten Male =0 wird. 




Die vorangehenden Grössenbestimmungen stützen sich ausdrücklich auf 
die Bedingung reeller Werthe aller Variabeln, und können ohne dieselben 
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nicht bestehen; sie begründen daher keine Schlüsse aof entsprechende Eigm- 
schaften der durch die Differentialgleichungen bedingten analytischen For- 
men. Um auch für die letzteren die Folgerungen festzustellen, welche sich 
an die obigen Ausnahmefälle knüpfen, muss die Untersuchung bei unbe- 
schrftnkten Yariabeln durchgeführt werden. Der hierbei einzuschlagende Weg 
bestimmt sich durch den nachher zu beweisenden Satz, dass der Uebergang 
€on einem System gewöhnUeher Diff'erentialgleichungen au seiner aUgem&nen 
Lösung stete ah durch unhesHnmte Integration vollständiger Differentiale 60- 
wirkt angesehen werden kam». 

Während dieser unbestimmten Integrationen, welche man sich in der 
bekannten Weise als successive, die partiellen Differentiale der Reihe nach 
berücksichtigende zu denken hat, durchlaufen nun die unabhängigen Yariabeln 
und die der Integration unterworfenen Functionen Werthenreihen , welche 
zwar unbestimmt gelassen sind, aber nichts desto weniger einer wesentlichen 
Einschrfinkung unterliegen. ^ 

In der That ist jedes Resultat der unbestimmten Integration, soweit 
dieser Begriff überhaupt reicht, ein Ausdruck ti, der als solcher bei fester, 
übrigens willkürlicher unterer Begrenzung stetige Aenderungen nur mit der 
oberen Begrenzung zugleich erleidet, und den Ausdruck unter dem Integral- 
zeichen zum Differential hat. Wenn daher der Ausdruck u überhaupt vom 
Integrationswege, nicht bloss von seiner Begrenzung abbftugt, so muss diese 
Abhängigkeit eine solche sein, dass eine stetige Aenderung des Integrations- 
weges bei fester Begrenzung entweder eine sprungweise Aenderung von u 
zur Folge hat, oder, wo u nicht unstetig ist, es ganz und gar ungeän- 
dert lässt. 

In Folge dessen ist durch die unbestimmte Integration jeder Integrations- 
weg ausgeschlossen, an dem enUang die Werthe der unter dem Integral- 
zeichen stehenden Ausdrücke nicht allenthalben in der speciellen Weise auf 
einander folgen, wie sie sich bei der stetigen Fortsetzung der entsprechenden 
Functionen über complexe Werthsgebiete an einander fOgen. Denn wenn 
derselbe eine angebbare Stelle enthielte, an welcher der durch die stetige 
Fortsetzung bestimmte analytische Verlauf einer von diesen Functionen unter- 
brochen ist, so würde man durch stetige Ortsänderung dieser Stelle dem 
Resultate der Integration stetige und von Null verschiedene Aenderungen 
ertheilen können. 

Wenn daher in Folge anderweitiger Bedingungen in dem Augenblicke, 
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wo der Integrationsweg eine bestimmte Stelle flberschreitet, bei einer von 
den der Integration unterworfenen Functionen der analytische Verlauf unter* 
brechen werden muss, so muss von diesem Augenblicke an das Resultat 
dieser Integration von dem der unbestimmten abweichen , da beide sich in 
verschiedener Weise Andern. 

Wenn ein System A von n gewöhnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung zwischen eben so viel gesuchten Functionen die Eigenschaft hat, 
dass sich aus ihm nicht sSmmtUche Derivirten eliminiren lassen, so besteht 
seine allgemeine Lösung aus n Gleichungen B zwischen den gesuchten Fun- 
ctionen und n willkürlichen Constanten, welche bekanntlich in Bezug auf die 
Functionen von einander unabhtogig sind, und überdies, was für unseren 
Zweck ebenso wesentlich ist, dieselbe Eigenschaft in Bezug auf die Willkür- 
liehen Constanten besitzen. Denn Hessen diese sich aus B eliminiren, so 
wire das Eliminationsresultat entweder identisch, und dann bestfinde das 
System B aus weniger als n Gleichungen, oder dasselbe stellte sich dar als 
eine von den Gleichungen A geforderte Relation, in der weder willkärliche 
Constanten noch Derivirten vorkommen können, und dann Hessen sich aus A 
alle Derivirten eliminiren, was der Voraussetzung zuwider ist. 

Folglich ist durch die Gleichungen B jede von den n willkflrlichen 
Constanten in vöUig bestimmter Weise abhängig gemacht von der unabhängigen 
VerSnderlichen und den ursprünglich gesuchten Functionen. Es giebt daher 
audi II von einander unabhängige vollständige Differentiale, welche in Folge 
der Gleichungen A gleich Mull sein müssen, und von denen aus man durch 
unbestimmte Integration zu einem mit B gleichbedeutenden System von 
Gleichungen gelangt. Folglich muss die allgemeine Lösung von A wenig- 
stens mittelbar als das Resultat unbestinimter Integrationen angesehen werden. 
Dasselbe gilt von der allgemeinen Lösung jedes beliebigen Systems gewöhn- 
licher Differentialgleichungen, da dasselbe, auf seine wirkHche Ordnung re- 
ducirt, (vergl. die Abhandlung von Jacobi im 64. Bande dieses Journals, 
Seite 297) als eih System A dargestellt werden kann. 

Hieraus ziehen wir nun den Schluss^ daes die aUgemeine Lösung ^e- 
ftöhmlicher DifferenlialgMckmngen hei mechanischen Problemen^ weil sie dem 
Resultate unbestimmter Integrationen entspricht, nach Berücksichtigung der 
Anfangsbedingungen nur bis zu dem Augenblicke gUltig ist, wo zum ersten 
Male einer Derieirten durch die Differentialgleichungen ein den ReaHtäts^ und 
SteHgkeits^Bedingungen widersprechendes Vorzeichen angewiesen wird. 
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Unrgekehrt kann von den obigen Ausnahmefällen weder der eine, nO<Äi 
der andere einlreten, so lange die allgemeine Lösung bei reellen und stetigen 
Aenderungen der Variabein jeder Function reelle, und wo das gefordert ist, 
zugleich stetige Aenderungen anweist, weil unter dieser Voraussetzung ein 
Widerspruch zwischen der Zu- oder Abnahme einer Function und dem 
Zeichen ihrer Derivirten unmöglich ist. 



3, 

Zum Schlüsse will ich an einigen einfachen Beispielen nachweisen, 
wie in den obigen Ausnahmefällen die Realitäts- und Stetigkeits-Bedingungen 
zur Bestimmung der ferneren Bewegung verhelfen, und zu diesem Zwecke 
ein von mir vor längerer Zeit gefurdenes Verfahren benutzen, welches, wenn 
auch auf eine specielle Gattung von Differentialgleichungen beschränkt, doch 
vorzugsweise geeignet ist, um die hier erörterten Verhältnisse zur Anschauung 
zu bringeil. Dasselbe gewährt überdies bei einer grossen Zahl von Aufgaben 
der Mechanik ohne die geringste Mflhe eine so vollständige Einsicht in den 
Verlauf der zu untersuchenden Erscheinung, wie sie durch die Rechnung nur 
selten, und stets nur auf Umwegen erreicht werden kann. Dasselbe besteht 
in F(dg6ndem. 

Ist eine Differentialgleichung erster Ordnung 

zu untersuchen^ in welcher die unabhängige Variable / nicht vorkommt, so 
betrachte man in einem System rechtwinkliger Coordinaten x ab die Abscisse 
zweier Punkte m und fi zur Zeit t, von denen der erstere auf der Abscissen- 

axe beharrt, während die Ordinate y des andern =-^ ist. Während alsdann m 

sich der Gleichung (1.) gemäss an der Abscissenaxe entlang fortbewegt, be- 
schreibt der mit m stets auf derselben Ordinate befindliche Hülfspunkt fi eine 
Curve, deren Gleichung 

(2.) A^,!f) = 
ist, und welche die Geschwindigkeitscurve heissen soll. 

Dies festgestellt, ist ^=y, "* ===ä»' folglich wird die Gesehwin- 
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/ digkeitscomponente von ju parallel zur or-Axe durch die Ordinate, parallel 

xnr y-Axe dnrch die Subnormale der Geschwindigkeitscurve dargestellt. Die 
tangentiale Geschwindigkeit von jU ist hiernach gleich dem von fi bis zur 
x-Axe reichenden Stöcke iV der Normale. Legt man die Richtungen der 
wachsenden x und y wie üblich nach rechts und oben, so bewesrli sich /i 

wegen der Gleichung -^ = y ^^^ rechts oder links^ je nachdem es sich über 
oder unter m befindet. 

Ist ^ der Krflmmungshalbmesser der Geschwindigkeitscurve, dx der 
Winkel, um den er sich wahrend der Zeit dl dreht, d» das dr gegenflber- 
liegende Bogenelement, so ist Qdz^de. Bezeichnet man daher die Winkel- 
geschwindigkeit^ mit welcher die Normale sich dreht, durch co, so folgt 

di , 

N 
CO = — • 

Betrachtet man m als eine Masseneinheit, so wird die an m wirkende 

beschleunigende Kraft -^ ^ -^ durch die von m selber ausgehende Sub- 

norroalo dargestellt, und zwar, wie man sich leicht Oberzeugt, stets auf der- 
jenigen Seite von m, nach welcher sie diesen Punkt zieht. 

Auf diese Weise ist die zu untersuchende Bewegung von m auf die 
Bewegung des Hfllfspunktes fi zurflckgefabrt, und die letztere augenfSUig, so- 
lange jU sich ausserhalb der a;-Axe befindet, weil in diesem Falle die Ge- 
schwindigkeit von (i und ihre Richtung sich nus der Gestalt der Geschwin- 
digkeitscurve und der Lage von u unmittelbar zu erkennen geben. 

Wenn dagegen fi in die or-Axe einrückt, also y = -^=:0 wird, so 

kommt m^ welches jetzt mit fi zusammenfallt, dort fAr einen Augenblick zur 
Ruhe. Ob es in derselben verharren, oder seine Bewegung weiter fortsetzen 

muss, hfingt davon ab, ob mit -rr auch die andere Geschwindigkeitscomponente 
-^ = y ^ von fi erlischt. Ist dies der Fall, ist z. B. der Winkel, unter wel- 
chem fi die fl;-Axe trifft, kein rechter, so geht /t und mit ihm m in den 
Ruhezustand über Damit die Bewegung von fi nach seinem Eintritte in die 
or-Axe nicht erlösche, ist erforderlich, wenn auch nicht in allen Fällen hin- 

dy 
reichend, dass dort y-^ von Nu!I verschieden bleibt. Was unter dieser 
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Voraussetzung stattfindet, hflngt hauptsSchlich davon ab, ob der Punkt, den 
die Geschwindigkeitscurve mit der a?-Axe gemein hat, ein Rückkehrpnnkt, 
ein Wendepunkt oder ein Punkt gewöhnlicher Biegung ist. Die verschiedenen 
hier möglichen FflUe lassen sich indessen stets so leicht erledigen, dass eine 

allgemeine Brörterung Aber dieselben flberflflssig ist. 

d>^x i 

I. Sei die Bewegung von m bestimmt durch die Gleichung ^ = — i, 

dx 
mit der Bedingung, dass ffir f = l, x = i und -jz^O sei, nebst allen aus 

dem Begriff der Bewegung folgenden Realitäts- und Stetigkeits-Bedingungen. 
Wir fflgen noch hinxu, dass die Geschwindigkeit von m, ohne durch Null xu 
gehen, ihre Richtung nicht umkehren soll, was die Stetigkeitsbedingung für 

unendliche Werthe von -^ vertritt. 

Durch einmalige Integration findet sich die oben als Beispiel benutzte 

(dx\* 
-^j =1— 0^; also ist die Gleichung der Geschwindigkeitscurve 

a?'y* = l~flp^ Dieselbe giebt für y = 0, a?= ±1, y^= + 1. Wenn daher 

der Punkt /i die x-Axe trifft, so geht er durch dieselbe hindurch mit der 
Geschwindigkeit 1. Da ferner fi sich unter der x-Axe nach links. Ober 
derselben nach rechts bewegt, so gelangt er, auf welchem Zweige er sich 
auch befinden mag, mit wachsender Geschwindigkeit und wachsender Ordinate 
auf die unendlich entfernten Theile dieses Zweiges. In demselben Augenblicke 
geht der mit /i fortwährend auf derselben Ordinate befindliche Punkt m mit 
unendlich grosser Geschwindigkeit durch den Anfangspunkt.» wodurch fi auf 
die benachbarten Theile des anderen Zweiges fibergefährt wird. Da hiernach 
/jL die Geschwindigkeitscurve unaufhörlich in derselben Richtung, und dieselbe 
Stelle jedesmal mit derselben Geschwindigkeit durchlfiuft, so ist seine Be- 
wegung eine rein periodische. Folglich führt m periodische Oscillationen 
zwischen den Abscissen x = i und x^ — l aus. Da Oberdies die Ge- 
schwindigkeitscurve in Bezug auf die Coordinatenaxen symmetrisch ist, so 
sind auch die Viertelsschwingungen von m symmetrisch. Die Dauer einer 

ganzen Schwingung ist demnach viermal so gross, wie die Zeit^ deren u 

dx 
bedarf, um einen Quadranten zu durchlaufen. Wegen dt^ — ist die letztere 

"1 dx 
— bei positivem y, also = 1. Die Dauer einer vollstftndigen Schwingung 

von m betragt aliio 4 Zeiteinheiten. 

Jcnnal Ox MiitliemaUk Bd. LXVL Heft 1. 3 
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Durch Integration findet man mit Rücksicht auf die Anfangsbedingungen 
^:^ |/f (2— i), was nur von t^O bis t = 2 reell ist. An den Grensen dieses 
Zeitraums wird x^O^ und hiw tritt der Fall ein, dass, wenn x seine reellen 

Aenderungen durch Null hindurch fortsetzt/ der Ausdruck ~)^1— oc:^ fDr -^ 

bei stetiger Aenderung seiner einzelnen Theile das Zeichen wechselt, was die 
reelle und zugleich stetige Fortsetzung von x und t durch die Differential- 
gleichung selbst unmöglich macht. 

II. Sei a eine reelle Zahl zwischen und x-, und die Bewegung 

von m bestimmt durch die Differeotialgleichung -^ + ^ /^ +x^0\ die 
Obrigen Bedingungen sollen dieselben sein, wie im vorigen Beispiele. 

—j = (1 — x^) (cotg a^+x^). 
Daraus ergiebt sich weiter durch unbestimmte Integration 



t = const.— arctgl/— : — i^r-i^ 
® r cotga* + a:* 



und hieraus durch passende Bestimmung der Constanten nach einer kleinen 
Reduction ic' = cos^(l-0-<>Otga'sin'(l-/), Folglich hat x die Periode 2n. 
Da indessen, wie man sofort sieht, x aus vorstehender Gleichung zu Anfange 
nur während des Zeitraums 1 — a<:*<;l+« reelle Werthe erlangt, so 
lassen sich aus der Periodicitat des Ausdruckes für x keine weiteren Schlüsse 
ziehen. An den Grenzen dieses Zeitraumes tritt derselbe Ausnahmefall wie 
im vorigen Beispiele ein. 

Die Geschwindigkeitscurve, deren Gleichung a;^y^ = (1 — a?')(cotga^+ar^) 
ist, hat eine Ähnliche Gestalt, wie im vorigen Falle; wo sie die x-Axe 

schneidet, wird die Geschwindigkeit von ,u^ abgesehen vom Zeichen, =±^-7-^,, 

also von Null verschieden. Folglich finden in Bezug auf die Bewegung von 
ßi und m auch die vorigen Schlosse statt. Die Zeit, deren fi bedarf, um 
einen Quadranten zu durchlaufen, ergiebt sich aus dem obigen Ausdrucke für 

t gleich arctg(tga) = o, da a zwischen und ^ liegt. Folglich fahrt m 

periodische Osciliationen zwischen den Abscissen x=^i und x = -'i aus, 
aber die Dauer einer ganzen Schwingung ist nicht =^2n, wie die allgemein^ 
Lösung andeutet, sondern =4a. 
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DI. Sei die Bewegung des Punktes m durch die Differentialgleichung 

^-»^ 

und die hinzugebörigen Bedingungen bestimmt. 

Diese Gleichung hat die singulare Lösung -^^1 ; durch Integration findet 
man dagegen 3(2^+3)(l-^)* = 14-5a?% bei passender Wahl der In- 
tegrationsconstataten. Die letztere bat zqr Folge, dass die Geschwindigkeits- 
curve, deren Gleichung 3(2y-f 3)(l'T-^y)^=x 14-<5x* ist, nothwendig durch 
die Anfangslage von. ^ geht^^ d^ b. fj^ B^ine Bewegung «uf der Geschwindig- 
keitscurve beginnt. Es wird sich zeigen, dass jn nicht unter allen Umstfinden 
auf ihr, verbleibt 

Was nun die Gestalt dieser Curve betrifft, so ist dieselbe sunfichat 
symmetrisch in Bezug auf die y-Axe. Auf der Seite der positiven x gehören 
SU jedem x zwischen 1 und y ^ drei reelle y, von denen eines negativ ist, 



sonst nur ein einziges. 
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=»05/1— y für a? = l, y=^0 nicht 
verschwindet, so findet dort ein 
senkrechter Durchschnitt mit der 
ocr-Axe statt, welcher die Fort- 
bewegung von fi nicht hindert. Fftr 

y^l, a? = }^V ^rd ^ = 0, also 

hat die Curve dort eine Spitze c, 

in welcher ihre beiden dort von 

links her zusammentreffenden Zweige von der in der Figur punklirten Geraden 

y=^l, welche der singulfireu Lösung entspricht, berührt werden. Endlich 

erlangt y für 2: = ein Maximum. 

Es sind hiernach in Betreff der anffinglichen Lage von fi drei Voraus- 
setzungen möglich. 

a) Befand /i sich zu Anfange in a auf dem Zweige a/9, so bewegt 
es sich zunfichst nach rechts, geht dann durch die x-Axe, und setzt von 
dort aus seine Bewegung über ß hinweg ohne Ende fort. 

b) Befand fi sich zu Anfange auf dem Zweige abc^ so bewegt es 
sich nach rechts bis c. Von dort kann es, weil die Ordinate in c ihr Zeichen 

2* 
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nicht wechselt, nicht nach links surAckkehren, während die Geschwindig- 
keitscorve sich von c aus auch nicht weiter nach rechts fortsetzt. Folglich 
würde die stetige Fortbewegung von m Aber die Abscibse x = |/y Toa e 

hinaus ohne eine Unstetigkeit von -^ ^ 3f Ai^ht möglich sein, wenn nicht die 

in c berfihrende Gerade et einen den orsprOnglichen Bedingungen ebenfalls 
genflgenden Ort fOr (j^ bildete. In e angelangt^ gebt daher fi auf et über, 
und behftlt von da ab die Geschwindigkeit 1. 

a') Befand endlich /u sich an Anfange In a\ so dnrcbMuft es den 
Bogen a*^e, und geht dann auf et Aber. 

Der Gang von m, oder der Veriauf von at als Fonction von I, lässt 
sich hiemach leicht beurtheilen. 

IV. Sei h eine positive Constante^ und die Bewegung von m bestimmt 

durch die DiiTerenfialsrleicbung ('^'^^^^+^'2''^^^ ^'^ Anfangsbedingung, 

dx 
dass für t^O, x^Xq^ W"^^^ werde, und die hierzu gehörigen Realitfits- 

und Stetigkeits-Bedingungen. 

Setzt man (yü-*)*+aj2 = e*, so folgt (^^ik)Va?* = c% und für die 

Gleichung der Gescbwindigkeitscurve (jf— A)'+ar* = c'. Dieselbe ist also ein 
Kreis nßya'ß^y* vom Halbmesser e, dessen Mittelpunkt in der Höhe h über 
dem Coordinatenursprunge liegt. Wir wollen nun annehmen, y» und a^ eeien 
so gewählt, dass e>h wird, die Durchschnittspunkte mit der o^-Axe seien 
a' und y\ und die beiden Punkte, in denen der Kreis von seinen Ordinaten 
berührt wird, a und y. Dann sind in Bezug auf die anfängliche Lage von 
jU vier Voraussetzungen möglich. 
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o) Befand fi sich anfangs zwischen a und /^ so bewegt es sich mit 
abnehmender Geschwindigkeit nach dem Durchschnitte / mit der x-Axe, wo 
es sur Rnhe kommt. 

ß^ Befand fi sich tu Anfange auf dem Bogen a'ß'y\ so bewegt es 
sich nach links, und kommt wieder in / zur Ruhe. 

ß) Befand fi sich ku Anfange auf einem der Bogen aßj^ oder a'y^ so 
bewegt es sich in beiden FAllen nach rechts^ bis es den Punkt y erreicht, 
wobei m die Geschwindigkeit k erlangt. Von dort kann fi nicht nach links 

snrflckkehren, weil die Ordinate y^-j: ibr Zeichen nicht wechselt, und nicht 

weiter nach rechts gehen, da die Geschwindigkeitscnrve sich in dieser Rich- 
tang nicht fortsetzt, und ausser der Gleicbung des obigen Kreises keine 
andere Lösung existirt, welche den vorliegenden Bedingungen 6e-^ 
BUge leistet. 

Folglich ist zur stetigen und zugleich reellen Fortsetzung Ton ot und / 
in dem Augenblicke, wo ju in ;" anlMgt, eine plötzliche, flbrigens willktlrliche 

Änderung von -j: ^9 erforderlich. 

dx 
Sei ako yi der Werth, auf den -^ von A ans in dem Augenblicke 

springt, wo x==c wird; dann folgt aus der orsprfinglichen Differential- 
^dchung, wenn (yi~-*)'-fV = €j gesetzt wird, (jf -hy-\-a^ =-€]] also wird 
der neue Zweig der Geschwindigkeitscurve ein mit dem vorigen concen- 
triseber Kreis, dessen Halbmesser Ci>>c ist. 

Je nach dem Werthe von yi springt nun der, an keine stetige Orts- 
inderung gebundene Hfllfspunkt ^, nachdem er in / angelangt ist, nach ßi 
oder ß'i. Liegt ausser ßg auch noch ß'i Aber der o^-Axe (Figur links), so 
wiederholt sich der vorige Fall, indem nun /i sowohl von ßi wie von ß'i 
aus nach dem in gleicher Höhe mit y liegenden Punkte yi rftckt, also eine 

dx 
neue Unstetigkeit von -^^ erforderlich wird, die zu einem neuen Kreise mit 

vergrössertem Halbmesser fahrt. Liegt ßi unter der ar-Axe, und springt fi 
von y nach /S'], so räckt es von dort nach y^ (Figur rechts), wo es zur 
Rnhe kommt. 

Die Bewegung von m oder der Verlauf von x als Function von / 
bedarf hiernach keiner weiteren Erörterimg. 

Weitere geeignete Beispiele zur Anwendung des vorliegenden Ver* 
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fahrens, welche allerdings mcht auf die hier behandelten Ausnahmefidle 
fahren 9 liefert die Lehre Tom konischen Pendel, von der Drehung raiee 
Körpers nm seinen Schwerpunkt und von der Bewegung eines schweren 
Punktes auf einer beliebig gegebenen Curve. Alle diese Anwendungen 
sind jedoch so einfach^ dass es nicht nölhig ist, hier darauf nfther ein- 
zugehen. 

Zürich, 5. Januar 1866. 
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Ein Uebertragungsprineip. 

(Von Herrn 0. He$$e in Heidelberg.) 



JxLan kann nicht jedem Ponkte in der Ebene einen durch ihn be* 
sttmmten Punkt in einer geraden Linie der Art entsprechen lassen, dass auch 
umgekehrt jedem Punkte in der geraden Linie ein einziger Punkt in der 
Ebene entspricht. Die Ebene enthalt eben das Quadrat yon Punkten in der 
geraden Linie. 

Hiemach scheint es unmöglich die Geometrie in der Ebene auf die 
Geometrie in einer geraden Linie zurflckcuftthren. 

Die Möglichkeit leuchtet aber sofort ein, wenn man bedenkt, dass die 
Ebene gerade so viel yerschiedene Punkte enthalt, als die gerade Linie ver- 
schiedene Punktepaare. 

Lässt man demnach jedem Punkte in der Ebene ein Punktepaar in der 
geraden Linie und umgekehrt jedem Punktepaare in der geraden Linie einen 
Punkt in der Ebene in unsweidentiger Weise entsprechen, so hat man ein 
Uebertragungsprincip, welches die Geometrie in der Ebene zurfickfQhrt auf die 
Geometrie in der geraden JAnie und umgekehrt. 

In Ahnlicher Weise Ifisst sich auch die Raumgeometrie zurflckführen 
auf die Geometrie in einer geraden Linie, selbst die Geometrie von mehr als 
drei Dimensionen. Hier wfirde es sich aber nicht um Punktepaare in der 
geraden Linie, sondern um Systeme von drei oder mehreren Punkten in der 
geraden Linie handeln. 

Sieht man jedoch, ab von den angedeuteten Erweiterungen des Ueber- 
tragungsprincipes, so kommt es darauf an den Modus festzustellen, nach 
welchem die Uebertragung einer ebenen Figur in eine ihr entsprechende 
Figur auf einer geraden Linie und umgekehrt vor sich gehen muss. 

Es liegen zwei Systeme vor, das eine in der Ebene, das andere auf 
einer geraden Linie, der Fundamentaüime. Ein Punkt xy in der Ebene sei 
durch seine rechtwinkligen Coordinaten Xy y bestimmt, ein Punkt l auf der 
Fundamentaliinie werde bestimmt durch seinen Abstand Jl von einem beliebig 
gewähltem aber festen Punkte auf der Fundamentaliinie. Soll nun der Punkt 
Jl einer von den beiden Punkten der Fundamentaliinie sein, welche dem 
Punkte xy in der Ebene entsprechen, so muss die Grösse Jl eine Function 
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der beiden Grössen x und y sein. Das heisst, die drei Grössen l, x, y 
mflssen durch eine Gleichung ^(l>^>3f) = mit einander verhunden sein. Da 
aber jeder Punkt der Ebene einem Punktepaare in der Fundamentallinie ent- 
sprechen soll, so muss jene Gleichung eine quadratische in l sein. 

Andererseits soll einem gegebenen Punktepaare Ü«, it| in der Fun- 
damentallinie der Voraussetzung nach ein einziger Punkt xy in der Ebene 
entsprechen. Das will sagen, dass die beiden Gleichungen 9>(^9^>3f) = 0, 
9(^19 ^>Sf) = nu^ ^^^ Auflösung für die Unbekannten x, p zu lassen, dass 
die Gleichungen linear seien in Rfldisicht auf die Unbekannten. 

Hierdurch ist der Modus der Uebertragung analytisch festgestellt. Die 
Uebertragung wird vermittelt durch die Gleichung 9>(^, a?> y)=^0, welche in 
l quadratisch in x und y aber linear ist, also durch eine Gleichung von 
der Form: 

(1.) AX'+Bl + C = 

wenn man unter A, B, C beliebig gegebene lineare Functionen von x und y 
versteht. Man sieht, dass diese Gleichung alles leistet, was das ausgesprochene 
Princip verlangt. Jedem Punkte in der Ebene entspricht ein Punktepaar in 
der Fundamentallinie und umgekehrt entspricht jedem Punktepaare in der 
Fundamentallinie ein Punkt in der Ebene. 

Um das vorgelegte Princip fruchtbar zu machen, bedarf es solcher^ 
Fundamentalsfitze , welche die einfachsten Figurenverhältnissse der beiden 
Systeme auf einander Obertragen lehren. 

Das einfachste Figurenverhältniss in der Ebene besteht darin, dass drei 
Punkte in einer geraden Linie liegen. Die Coordinaten dieser Punkte seien 
^oy«9 ^1^1) ^23f39 Q<><1 A^BoCo^ AiBi. ... die Ausdrücke, in welche ABO 
abergehen, wenn man fOr die Coordinaten in ihnen nach einander setzt die 
Coordinaten der drei Punkte. Alsdann ist die analytische Bedingung, unter 
welcher die drei Punkte in einer geraden Linie liegen, die, dass man drei 
Factoren /uiv/j^ifh finden kann, welche den drei Gleichungen zugleich genägen: 

f^iAo+fiiAi+fi^Ai = 0, iM„F„+ /i^Fi+zijÄa == 0, itiiiCo+fiiCi+fi^Ci « a 
Den drei Punkten in der Ebene entsprechen drei Punktepaare in der Foit* 
diumentallinie, deren Gleichungen sind: 

Ji.X'+BüA+C;, = 0, A,X'^Bxl + C, = 0, ^A*+B,i+Ci = 0. 
Kan sieht, dass diese Gleichungen nach einander mit den Factoren /u«, /ci|, /£« 
mnltipUcirt und addirl identisch geben. D99 ist aber gerade die Bedtngnng, 
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dass die drei Ponktepaare eine Involntion bilden. Daraus entspringt nnn der 
Fnndamentalsatz: 

Irgend drei Punkten in einer und derselben geraden Linie der Ebene 
entsprechen drei Punktepaare der IneoluHan in der FundamentalUnie. Jeden 
drei Punktepaairen der IneoluHon in der FundamentaUmie entsprechen in der 
Ebene drei Punkte, welche auf einer geraden Linie liegen. 

Es ist damit fflr das einfachste Fig^renverhAltniss in der Ebene der 
Ausdruck der entsprechenden Figur in der Fundamentallinie gefunden. Suchen 
wir ebenso umgekehrt das einfachste Figurenverhflllniss in der Fundamental- 
linie auszudrOcken für die Ebene 

In der Fundamentallinie liegen Punktepaare der verschiedensten Art 
vor. Jedem derselben entspricht ein Punkt in der Ebene. Unter diesen 
Punktepaaren giebt es solche, welche zusammenfallen, Doppelpunkte. Man 
kann die Fundamentallinie betrachten als zusammengesetzt aus lauter Doppel- 
punkten und wird die Frage erheben, welches das entsprechende Bild in der 
Ebene sei fflr alle Doppelpunkte. 

Das Punktepaar (1.) auf der Fundamentallinie wird ein Doppelpunkt, 

wenn die Wurzeln der Gleichung (1.) einander gleich sind, das heisst unter 

der Bedingung: 

(2.) B'-iAC = 0. 

Diese Bedingungsgleichung ist aber fflr die Ebene der analytische Ausdruck 
oines Kegelschnitts. Man hat demnach den Satz: 

Alle Doppelpunkte in der FundamentaUinie entsprechen in der Ebene 
Punkten eines und desselben Kegelschnittes und alle Punkte dieses Kegel- 
schnittes entsprechen Doppelpunkten in der FundamentaUinie. 

Der Kegelschnitt (2.) hftngt von den neun Constanten ab, welche in 
seine Gleichung eingehen. Er kann deshalb jeder beliebige Kegelschnitt sein. 
Beachtet man nun, dass dieser Kegelschnitt die Grenze bildet fBr diejenigen 
Punkte xtf in der Ebene, welchen reelle ^oder imaginäre Wurzeln X der 
quadratischen Gleichung (1.) entsprechen, das heisst, reellen oder imaginflren 
Punktepaaren in der Fundaimentaliinie , so sieht man, dass es frei steht diese 
Grenze beliebig zu verengen oder zu erweitern. 

Der Kegelschnitt (2.), die Directrix, spielt bei der Uebertragung der 
ebenen Figur in die Linearfigur und umgekehrt eine wichtige Rolle. 

Geht man nftmlich von irgend zwei Punktepaaren der Fundamental- 
Unie aus, welchen zwei Punkte a, b der Ebene entprechen werden, und 
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constrairt auf der Fuodamentallinie alle möglichen Ptinktepaare, von welcheh 
jedes eine Involution bildet mit den beiden Punktepaaren, so entsprechen 
diesen in der Ebene alle möglichen Punkte, welche auf der geraden Linie ab 
liegen. Unter den auf der Fundamentallinie construirten Punktepaaren giebt 
es aber bekanntlich zwei Doppelpunkte und diese als ein einfaches Punktepaaar 
betrachtet sind harmonisch mit jedem der construirten Punktepaare. Die den 
beiden Doppelpunkten entsprechenden Punkte in der Ebene liegen nach dem 
letzten Satze in der Directrix. Da sie aber auch auf der geraden Linie ab 
liegen, so sind sie die Schnittpunkte der geraden Linie und der Directrix. 
Man kann deshalb sagen: 

Jeden drei Punkten auf eitler geraden Linie in der Ebene entsprechen 
auf der FundamentaUinie drei Punktepaare der Ineohdian. Constrwrt man 
dasjenige Punktepaar ^ welches harmonisch ist, mit jedem der drei Punktepaare 
der Involution und betrachtet jeden Punkt des construirten Paares als einen 
Doppelpunkt, so entspricht das Doppelpunktepaar auf der FundamentaUime in 
der Ebene dem Schnittpunktepaar der geraden Linie und der Directrix. 

Auf diese Art entsprechen den Punkten auf irgend einer Tangente 
der Direktrix alle Punktepaare auf der Fundamentallinie, von welchen der 
eine Punkt der Paare unverändert bleibt, nämlich der Punkt, welcher als 
Doppelpunkt betrachtet dem Berahningspunkte entspricht. 

So entspri^chen femer irgend zwei Punkten der Directrix zwei Doppel- 
punkte in der FundamentaUinie. Dem Pole der geraden Linie, welche jene 
beiden Punkte der Directrix verbindet, entspricht das Doppelpunktepaar auf 
der FundamentaUinie, wenn man jeden Doppelpunkt fClr einen einfachen 
Punkt nimmt. 

So kann man endUch auch alle Sätze bezflglich eines Kegelschnittes, 
der Directrix hier, leicht umwandeln in Sätze der Geometrie der geraden 
Linie. Vereinzelte Beispiele dazu findet man in meinen Vorlesungen aus der 
analytischen Geometrie, Leipzig. Teubner 1865, pag. 76 und in diesem 
Journal Band 63 pag. 184. 

Sehr viel complicirter wird die Uebertragnng, wenn der Kegelschnitt 
in der Ebene nicht mehr die Directrix sein soll. Man wird sie aber um so 
lieber aufnehmen, als sie auf neue Gesichtspunkte führt, die im Folgenden 
nur flüchtig angedeutet werden sollen. 

Zu diesem Zwecke drücken wir den ersten oben angegebenen Fun- 
damentalsatz analyUsch also aus: 
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Sollen Punkte in der Ebene auf einer geraden Linie liegen, so 
müssen ihre Coordinaten einer linearen Bedingungsgleichung genfigen: 

Aa+Bb+Cc = 0. 
Derselben linearen Bedingungsgleichung raflssen die Coefficienten A, B, C 
in der Gleichung (1.) genfigen, wenn die Gleichung (1.) Punktepaare 
auf der Fundamentallinie darstellen soll, deren entsprechende Punkte in 
der Ebene auf der geraden Linie liegen. 

Den angegebenen Satz erweitern wir nun, wenn wir sagen: 
Sollen Punkte auf einem Kegelschnitt liegen, so müssen ihre Coordinaten 
X, y einer homogenen Gleichung com der zweiten Ordnung der Variabein A, 
By C genügen: 

nA,B,C) = 0. 
Derselben Gleichung der zweiten Ordnung müssen die Coefficienten A, B, C th 
der Gleichung (1.) genügen, wenn die Gleichung (1.) Punktepaare auf der 
Fundamentallinie darstellen soü, deren entsprechende Punkte in der Ebene auf 
dem Kegelschnitt liege^. 

Fünf beliebig in der Ebene gewählte Punkte bestimmen den Kegel- 
schnitt unzweideutig, der durch sie geht, ein sechster Punkt des Kegelschnittes 
ist nur unvollständig durch die beliebig gewählten Punkte bestimmt. Demnach 
können umgekehrt auf der Fundamentallinie ffinf Punktepaare beliebig gewählt 
Werden, wenn sie in der Ebene Punkten entsprechen sollen, durch welche 
ein Kegelschnitt geht. Ein sechstes Punktepaar auf der Fundamentallinie, 
welches in der Ebene einem Punkte des genannten Kegelschnittes entsprechen 
soll, ist einer Beschränkung unterworfen. Der eine Punkt de» Paares kann 
immer noch willkürlich auf der Fundamentallinie gewählt werden, der andere 
ist durch ihn bestimmt, aber nicht unzweideutig. Bestimmt mun ihn, so liegen 
auf der Fundamentallinie sechs Punktepaare vor, welchen in der Ebene sechs 
Punkte eines Kegelschnitts entsprechen. 

Diese sechs Punktepaare auf der Fundamentallinie, welchen sechs 
Punkte in der Ebene entsprechen, verlangen einen Namen. Sie sollen heissen 
sechs Punklepaare der Involution der. zweiten Ordnung. Dieser Name ist be- 
zeichnend. Denn wenn von den sechs Punktepaaren der Involution zweiter 
Ordnung drei Punktepaare eine einfache Involution bilden, so bilden die drei 
anderen ebenfalls eine einfache Involution. 

Auf Grund der angegebenen Definition hat man nun den Fundamen- 
talsaU: 

3» 
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Irgend steht Pumktepomrem der ImeohUkm zweiter Ordmmmg muf der 
Fmdamemtallime entej^eckem m der Eherne eeeke Pmmkte eimee KegebekmUtee 
und wmgekehrt entipreekem eeeke PwMem emee KegAekmUee $eek$ PwMepmmre 
der ImeohUiom wweiter O rdmmmg amf der Emmdme^emtalSmie. 

Nadi der Analogie bei der einfachen Involotion erfiebt ridi Iner die 
entsprechende Aufgabe: 

Wenn von sechs Pnnktepaaren der Involntion zweiter Ordnnng elf 
Pnnkte beliebig gegeben sind, den awölfken Pnnkt sn bestimnen. 

Eine einfache analytische Betraditung lehrt, dass die Aufgabe zwd 
Auflösungen znltsst, dass man den gesuchten zwölften Punkt beliebig unter 
zwei ganz bestimmten Punkten zu wählen hat. Es soll dieses hier geometrick 
nachgewiesen werden. 

Durch fflnf von den sechs Punktepaaren der Inyolution der zweiten 
Ordnung ist der Kegelschnitt in der Ebene bestimmt, der durch die, den fttaif 
Punktepaaren entsprechenden, Punkte der Ebene geht Von dem sechstel 
Punktepaare soll nur der eine Punkt gegeben sein. Dieser, als Doppelpunkt 
betrachtet, entspricht einem bestimmten Punkte der Directrix. Allen Punkte- 
paaren auf der Fundamentallinie, yon welchen der eine unyerindert der ge- 
gebene Punkt ist, entsprechen in der Ebene Punkte auf der Tangente der 
Directrix und dem Doppelpunkte der Berfihrungspunkt. Die erwähnte Tan- 
gente der Directrix schneidet aber den Kegelschnitt in zwei Punkten und 
jeder dieser Schnittpunkte wird einem Punktepaare auf der Fundamentallinie 
entsprechen, von welchem der eine Punkt unyerindert der gegebene Punkt 
bleibt. Die beiden anderen Punkte der beiden Paare werden aber yerschieden 
sein, und jeder derselben für den zwölften Punkt der Inyolution zweiter 
Ordnung genommen werden können. 

Indem wir hiermit abbrechen, sei noch erwflhnt, dass man auch jede 
gerade Linie in der Ebene einem Punktepaare auf der Fundamentallinie ein- 
deutig entsprechen lassen kann. Man wflrde dann die Coefficienten A, B, C in 
der Gleichung (1.) als lineare Ausdrflcke der Liniencoordinaten zu nehmen 
haben. Das sich daraus ergebende Uebertragungsprincip wird aber sdion 
ersetzt durch das Princip der Reciprocitit. 

Das entwickelte Uebertragungsprincip giebt Gelegenheit eine grosse 
Zahl yon neuen Sfttzen aus der Geometrie der geraden Linie zu ent- 
decken. Diese Sitze nicht allein direct zu beweisen, sondern Beweis- 
methoden zu erfinden, welche die Sitze gleichsam als selbstyerstindlich er- 
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«»cheinen U^sen — solche Hethodan g^ebt es — ist eine empfehleDSwerthe 
Aufgabe. 

Ifit der Lösung der Aufgabe kann man die breitere Basis der Ebene 
yerlassen und sich auf die gerade Linie beschrinken, ohne die Herrschaft 
Aber die Ebene aufsugeben. Die gerade Linie wird dann gleichsam als 
Telegraphenbureau dienen, auf dem man alle Zustande in der Ebene erfahren 
und neue Combinationen in ihr anordnen kann. 

Heidelberg, Not. 1865. 
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Reeherches sur les poly^dres. 

(Par M. CamiUe Jordan l ChAlon s. Sadne.) 

EoonciS da problftme. 

f^onsideroQS an polycdre fenne qoelconqaa^ que nons sopposerou 
d'dbord conyeze. On pourra distiDg^er dans les plans infiniment miiices qoi 
le limitent un cöte interiear et un cöte extdrieor. 

Seit M un sommet de ce polyedre^ JßV une de ses ardtes. Un ob- 
servateur place en M snr la sorface exterieore da polyedre et regardant dans 
la direction MN, verra les ardtep faces et sommets divers s'enchainer les ans 
aox aatres saivant an certain ordre qae j'appellerai, pour abreger, Vatpect 
da polyedre relativement a Tardte ifiV et an sommet Jf. 

Cette definition an pea vagae peut ötre precisee de la maniere saivante. 

Supposons Tobservatear sitae sor Tarnte MN en an point tres-voisin 
de M: sapposons qa'il se motte alors a toamer dans le sens direct (c^est 
k dire en laissant a sa droite rint^rieur da petit contoar qa'il decrit) aatoar 
da point M^ en restant toajoars sar la sarface exterieare da polyedre. U 
trayersera saccessivement nne serie de face$ /n, r, n etc. . . . aaxqaelles 11 

donnera la serie des nameros saccessifs 1, 2, 3 etc II nnmerotera de 

mdme les ardtes MN, MP, etc. . . . dans Tordre oä ii les rencontre. Qnant 
aax sommets, Torigine M portera le n"" 1 et les extremites des ar6tes MN, 
MP, . . . recevront saccessivement les n""' 2, 3, etc 

Cela fait, Tobservalear se iransporlera sur Taröte MN dans les environs 
du point N et se mettra a decrire sur la surface exterieure du polyedre et 
dans le sens direct un petit contour autour de N. Les faces qu'il traversera 
et qui ne sont pas encore numerotees recevront des numeros a la suite des 
precidents. De mdme pour les ardtes nouvelles, dans Tordre oü on les 
traverse. A mesure qu'on numerote une ardte nouvelle, on numerote egale- 
ment son extremite. 

On se transportera ensuite au point P oü Ton operera de mdme: et 
Ton continuera ainsi en se transportant successivement aupres des divers 
sommets S dans Tordre ou ils sont inscfits, sur celle des ardtes deja num^ 
rotöes et passant par ce sommet dont le numero d'ordre est le moindre. A 
mesure qu'on traverse une face ou une ar6te nouvelle, on la numirote i la 



Jordan, Recherches sur ie$ pofyMrei. 23 

suite: on num^rote aussi les sommets qui sont a rextremit^ de oes arötes 
nouvelles, lorsqu^ils n'ont pas ete deja eore^stres. 

En operant de la sorte, on evite tonte ambignite et Taspect dn polyedre 
ponrra 6tre ainsi döfini : La relation entre le msmero tfordre de ehaque arite, 
eeux de ses deux extremt&s et ceux des deux faces qfieile barde, teile qn'elle 
est donnee par le tablean comparalif qu'on en dresserait. 

En göneral on peut prendre pour preroiere aröte une qnelconque de 
Celles du polyedre, et pour premier sommet Tune ou Pautre de ses deux 
exlTemlÜs; un möme polyedre sera donc susceptible de 2A aspects differents, 
A etant le nombre des ardtes. 

Si Ton snpposait Tobservateur se mouvant non plus sur la surface 
extörienre, mais sur la surface int^rieure du polyedre, on aurait de nouveaux 
aspects, qui seront evldemment les mömes que si Tobservateur se mouvait 
sur la surface externe, mais dans le sens retrograde. Ces nouveaux aspects, 
auxquels nous donnerons en consequence le nom d aspects retrogrades, seront 
en nombre 2A comme les pr^cedents, auxquels nous donnerons le nom 
ff aspects directs. 

Ces consid^rations s'etendent sans difficolte a un polyedre quelconque: 
car Tensemble des plans infiniment minces qui le limitent offrira toujours deux 
cöt^s nettement distincts^ On doit observer seulement que les faces peuvent 
s'enchevötrer de teile fuQon que celui de ces cötes qui est externe dans une 
rigion deyienne interne dans une autre: dans ce cas, on pourra choisir arbi* 
trairement ceux des aspects qu'on consid^rera comme directs ou comme retro-* 
grades. Une difficulte pourrait se presenter, qui doit dtre signalee. Plusieurs 
nappes d'un mdme polyedre peuvent se toucher en un mdme sommet, de la 
mdme maniere que les nappes d'un cdne se rennlssent en son sommet. Dans 
ce cas Tordre de succession des faces anlour de ce sommet, bien determine 
sur ehaque nappe, cesse de. Tdtre quand on compare les deux nappes entre 
elles. Nous laisserons de cdte ces cas singuliers pour eviter tonte com* 
plication. 

U peut se faire que les AA aspects du polyedre ne soient pas tous 
diiFerents, de sorte qu'il se presente d'une faQon identique sons divers poinls 
de vue. De la un genre nouveau de symetrie, d^pendant d^ la theorie de 
Tordre, et plus gen^ral que la symetrie ordinaire de superposition, puisque il 
ne s^agit ici que de la disposition relative des sommets, arötes et faces, et nulle- 
menl de lenrs grandenrs. C'est celte symetrie que je me propose d'etudier. 



24 Jordan, ReeherAes $ur te$ pdf^drei. 

Deax queations se presenteiit ici: 

l^ Dans quelles circoiutaDces piosieurs aspecls direeto d*iiii mtaie 
polyedre sont-ils semblables entre extxJ 

2*. Dans qnelles circonslances an aspect relrog^de ert-U semblable 
ä d*aatre8 aspecls, soit retrogrades, soit directs? 

La premidre de ces deux qaeslions est trait^e dans un cas fort itenda 
dans le iDÖnioire actoel. La seconde fera Fobjet d'an noovean trayail. 

L 
Propositions präliminaires. 

Nous designeroBS sons le uom de Ugnes lraeee$ sur la 9urfaee d'tni 
polffidre toate ligne brisee continue form^ d'une saite d'ardtes consecatiyes. 

La longueur d'ane semblable ligne aera le nombre des ardtes qn^eile 
contient. 

Tonte ligne anssi conrte que possible, menöe entre denx sommets 
donnös, se nommera une Ugne giodisique. La longuenr de cette ligne mesore 
la diitemce des deux sommets donnis. 

n est clair qu^ane partie qnelconqne d'one ligne geod^siqne sera 
eile- m Arne göodösique. 

Soient L^ L^^ Li une serie de lignes divergeant d'un möme sommel 
S. Nons appellerons en gtoeral ordre de mcceuum de ces lignes amtour du 
pirint S Tordre suivant leqnel elles sont traversees par an obsenratenr decri- 
Tant autour du point S nn contour tres-petit dans le sens direct, et sur la 
snrface exterieure du polyedre. 

II pent se faire que quelques unes de ces lignes aient leurs premieres 
ar6tes communes, auquel cas la definition precidente ne suffirait pas pour 
itablir entre elles un ordre bien caracterise. Soient STü, STV deux sem- 
blables lignes, ayant un tronfon commun ST: nous conyiendrons de considirer 
ces lignes non comme entierement confondues mais comme juxtaposöes dans 
leur partie commune et de teile maniere qu'un observateur toumant autour 
du point S et traversant ST rencontro la ligne STÜ avant la ligne STV^ si 
la ligne STU est celle dont un observateur silud pres de 7 sur TIS et 
toumant dans le sens direct autour de T rencontre d'obord le prolongement 

Nous dirons que deux lignes donnees ASA^ A'^ff, se coupent ou se 
tTMer^emt en un sommet Sy si un observateur tournant autour de ce sommet, 
voit se succ^der alternativement des troni^ns de ces deux lignes. 
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Vordre de 9ucce$sion autoar d*fme face des arötes qui la bordent sera 
defini par Tordre suivant lequel les rencontre un observatenr parcourant le 
coDtour de cette face dans le sens direct, (c'est a dire eo laissant cette face 
a sa droite). 

Proposition I. Soient S un sammet quelconque: a, ai deux arites, 
consicutieet pamU ceUes qtü y abautis^ent: F la face comprise entre eUes 
deux: tarnte Oi, succedant immidiatement ä a autonr de S, a sucddera 
redproquement ä Oi autour de F. 

Cela resulte immediatement de Tinspection de 
la figure ci-jointe. 

Deux polyedres seront dits pareils, si en 
choisissant convenablement dans chacun d'enx an 
premier sommet et une premiere aröte, on peut faire 
en sorle qu'ils presentent un aspect semblable. Si 
dans chacun des deux polyedres nous numerotons les 
faces, ardtes et sommets ainsi que nous Tavons indique 
plus haut, nous appellerons faoes, arötes et sommets 
hamologues ceux qui portent le möme numero dans les deux polyedres. 

Semblablement, si A et A' sont deux aspects semblables d'un möme 
polyedre, a un sommet, face ou ar^te quelconque, a' le sommet, face ou 
aröte qui porle sous Taspect A' le mdme numero que a porte sous Taspect 
A, nous dirons que a a pour homologue a' relatwemetU aux aspects A et A'. 
Deux lignes ouregions quelconques du polyedre seront hamologues, si les sommets, 
faces et ardtes de Tune sont respectivement homologues de ceux de Tautre. 

Enfin nous dirons que deux faces, arötes, sommets, lignes ou regions 
quelconques d'un möme polyedre sont pareils, ou de mSme espice^ s^il existe 
deux aspects semblables relativement auxquels Tun soit Thomologue de Tautre. 

U est clair que deux lignes , ou regions pareilles R, R contiennent le 
möme nombre de faces, arötes et sommets. 

Proposition 2. Soient a, b deux sommets, joints par une ligne 
giodisique ^: vi, V, A leurs homologues respectifs par rapport ä deux 
aspects semblables A et A!: A sera giodesique, et la distance de cl ä V sera 
la mime que cette de a ä b. 

Car A a la mdme longueur que A d'apres ce qui precede: et s'il 
existait une ligne plus courte L' entre a' et b', cette ligne serait Thomologue 
d'une ligne L joignant a a 6 et plus courte que ^, ce qui est absurde. 
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Proposilion 3. Soient P, P deux polyidreg pareils, S, S* det faces 
au 9ommeU komologues quelconques: 0%^ a^^ . . . a^ les arites qm se suceidemt 
autour de S; c^t^ a^^ . . . ai leurs homologues: eUes se succident amlaur de 
Sf dans le mime ordre que O) , Oj 9 * • - a« autour de S. 

Si la propositioH est vraie pour un sommet S^ eile Vest pour toute face 
T qui y aboutit: soient en effet Aj, 0% les deux arötes de 7 qoi aboutissent 
en Sy (hy , . . a^ les autres arStes du contour de T^ toutes ces ardtes etant 
supposees se succ^der dans Tordre Gi^ «,,... a«. Soient S', Ty «k, i4 l^s 
homologues respectives de jS^ r, Oi, o,. 

L'ardte 0% succdde a oi autour de 7: eile prec6dera donc ai antour 
de S (proposition 1). Les arSles homologfues o!, ai bordent T et aboutissent 
en S: par hypothese o^ prec^dera a^ autour de ce dernier point. Donc ali 
succedera ä ci^ sur le contour de T\ LW^te suivante o^ sera Thoniolo^e 
de 03.* car o^ bordant T et ayant un sommet commnn avec o^, son homologe 
X devra border T et avoir une extremite commune avec (h^ homologue de 
a%: ce ne peut donc ötre que Tnne des deux ar6tes de T' contigues k 1^9 
al ou o^: mais o^ est Thomologue de Oi: ce sera donc nicessairement al^. 
De m6me oi aura pour bomologue a^ etc. 

On voit de möme que si la proposition est eraie pour une face T, 
eile rest pour tout sommet S situi sur eile. 

Si donc notre proposition est vraie pour un sommet donne, eile est 
toujours vraie: car on pourra T^tablir de proche en proche l"" pour les faces 
qui passent ä ce sommet, 2^ pour les sommets situes sur ces faces, 3^ pour 
les faces qui passedt a ces sommets, etc. . . . 

Or soient S ei Oi d'une part, S' et a[ de Tautre, les sommets et arötes 
par rapport auxquels les deux polyedres jouissent d'un aspect semblable. La 
proposition sera aisee a demontrer pour S et S'. Soient en effet Oi, 03, . . . Om 
les ardtes successives qui aboutissent en S^ Oi, o^, . . . al leurs homologues 
qui aboutissent en S'. Les aretes ai, o^, ... a» portent respectivement les 
num^ros 1, 2^ ... m: leurs homologues a[^ o^^ ... ai portant respectivement 
ces mömes numeros, qui sont croissants, seront rencontrees successivement 
dans Tordre ou elles sont ecrites par un observateur toumant autour de S*. 

Corollaire L Soient L^ L^^ Z^? . . . une suite de lignes partant de 
S: leurs homologues L, L\^ Li, ... se succederont dans le mime ordre 
autour de S'. 

Car Tordre de succession des lignes L, Zi, Z^, ... autour de 5 et 
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des lignes L', Xi, 2^, ... autour de S' est d^fini par eelui de leiirs premieres 
ar^tes, lequel est le m6me de part et d'autre. 

CeUe demonjstration serait insuffisante^ si quelques unes de^ Irgnes 
considerees Lt et Lg par exerople avaient un irön9on commun ST ä parUr 
de S: niais dans ce cas, soieni aT 1a derniere ardle du tron9on cooimun, Tb^ 
et T6a les arötes qui lui succedent le long de chacnne des lignes L, ^ Z^, . . . : L^ 
precedant Z» autour de S, les trois ardtes Ta^ Tb^ , Tb^ se succ6deront autour 
de T dans Tordre ou elles sont ^crites. 

Les lignes IJ[, Z^ auront un tron9on commun S'V: et Ta, Tb^^ Tb2 auront 
pour homologues respectives trois arÄtes Ta'^ Tb\^ Tb^^ qui se succ^deront 
autour de T dans Tordre ou elles sont ecrites : donc par definition //{ pr^c^dera 
Lg autour de S; 

Corollaire II. Si deux lignes A, A^ se conpentewun sotnmet S, leurs 
homologues A\ A^ se couperont en S\ homologne de S, et reciproquement, 

Cela resulte övidemment de la d^finrtion de Tintersection de deux 
lignes, et du Corollaire I. 

Remarque. II est clair que les r^sultats pr6c6dents ne cesseraient 
pas de s^appliqner si F', au Heu d'dtre un polyidre diff^rent de P, n'etait autre 
que le polyedre P, mais vu sous un autre aspect. II se pourrait möme que 
le sommet S' se confondit avec S, un sommet pouvant fort bien, comme nous 
le verrons, ötre homologue a lui-möme sous plusieurs aspects diff^rents. 

Proposition 4. Soieni A, A' deux aspects semblables (Tun mSme 
poh/idre^ a un sommet quelconque, ab une arete issue de ce point: c une 
arite, face ou sommet quelconque: enfin soient a', a'b', c' 'les homologues 
respectifs de a, aby c relatifcement ä A et A!, Vaspect Ai reUUif ä a et ab 
sera semblable ä f aspect Ai relatif ä a' et a'b': et c' sera Fhomologue de c 
relatieement ä Af et A^. 

En effet, Taspect A etant connu, Tenchainement des faces du polyedre 
sera compl&tement d£termin6. On en deduira donc sans amJbiguite et Taspect 
At relatif ä a et ab^ et le numero que portera c soiis ce dernier aspect. 
De l'aspect A' on dödnira semblablement et Taspect A'i et le numero que 
portera c sous ce dernier aspect L'aspect A' §tant semblable ä A et a', 
a'b'j c' respectivement homologues de a, ab, c, les donnees a partir desquelles 
doit se faire la deduction sont exactement les m6mes dans les deux cas: 
par suite les aspects A, et A[ sont semblables et c, c' y porteront re- 
spectivement le m6me numero. 

4» 
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Proposition 5. Deux lignes ou regions quelconques R\ R" pareilles 
ä une troisiäme R, sont pareilles entre elles. 

Soient en effet A et A' les deux aspects relativement auxquels R' est 
Tbomologue de R: ab une aröte quelconque de R: a*V Taröte homologe 
contenue dans R {al etant Tboniologue de a): les aspects relatifs k a^ ab 
et a a\ a'b' sont semblables, et R' sera Thomologue de R relativement a 
ces deux aspects (Proposition 4). 

Soient de möme Ai et Ai' les deux aspects relativement auxquels R" 
est Thomologue de R; a"b" Tarnte homologue ä ab: les deux aspects relatifs 
a a^ ab et a a"^ a"b" seront semblables, et R" y sera Thomologue de R. 

Les deux aspects ciy dV et o!\ a''b" 6tant ainsi semblables a un 
troisieme, le seront entre eux, et ß" y sera Thomologue de R\ 

Proposition 6. Soient L une ligne quelconque tracee ä la sur face 
dun polyädre: Li, L^^ ... loutes les lignes par etiles. Le systäme des lignes 
L, Li^ 1*2^ ... sera son propre homologue relatieement ä tous les aspects 
semblables du polyddre, 

En effet, comparons ensemble deux aspects semblables quelconques 
A et A'. L'bomologue de L| par exemple, etant pareille a Li, le sera a L 
(Proposition > precedente). Elle fera donc partie de la suite L, Li, Lj, .... 

Proposition 7. Le nombre des aspects difirents dun polyitbre de 
A arites est un dieiseur de 2A. 

Car nous avons vu plus haut que le nombre des aspects possibles, 
semblables ou non, est 2A: et nous allons demontrer que si fi de ces aspects 
sont semblables entre enx, tous les aspects possibles, en nombre 2A, se par- 
tageront en groupes contenant chacun fi aspects semblables entre eux. 

Supposons en effet que Taspect du polyedre relatif au sommet a et ä 
Taröte ab soit le möme que Taspect relatif au sommet d et a Taröte db\ 
Soient c un autre sommet, cd une autre aröte qui en soit issue: c et c'd les 
homologues de c, cd relativement aux deux aspects a, ab et d, db'. Les 
deux aspects c, cd et c, c'd seront semblables et a^ ab y auront respective- 
ment pdur homologues d' et db' (proposition 4). 

D'ailleurs il est impossible que c' se confonde avec c en mdme temps 
que c'd avec cd. Car si cette double colncidence avait lieu, les deux aspects 
c, cdy et c', c'd se reduisant a un seul, a^ et ab colncideraient avec leurs 
homologues d, db', et les aspects a, ab et d, db' au lieu d'6tre comme nous 
le supposons, deux aspects distincts semblables entre eux, se reduiraient a un seul. 
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Ainsi autant il y aura d'aspects distincts semblables ä an aspect donne 

a, aby autant il y en a de semblables ä un aspect quelconque e, cd: les aspects 

2Ä 
se partageront donc en — groupes contenant chacan /i aspects semblables. 

C. Q. F. D. 

Proposition 8. Un polyidre P itant donni, an peut en detemUner 
un autre n polaire du proposBy c'est ä dire dont les arites correspondent 
respectivement ä ceUes de P^ de teile sorte quaux ar6te9 qui bordent une 
mime face de P correspondent des arites qui aboutissent ä un mime sommet 
de n et redproquement. 

Cette proposition fort connue, que nous nous bornerons a rappeler 
Sans demonstration, manifeste une analogie remarqaable entre les röles que 
jouent dans la theorie des polyedres, d'une part les sommets et d'autre part 
les faces. Pour faire ressortir cette analogie dans le langage, nous les 
designerons souvent sous le nom coUectif (filiments par Opposition aux arötes, 
aoxquelles nous refuserons cette denomination. 

Proposition 9. Soient S un somm€t quelconque d^un polyädre P; a^^ 
02^ ... a^ les arites qui y aboutissent, icrites dans Vordre oü elles se succd-- 
dent autour de S. Les arites correspondantes a^^ o^, ... a^ dun polyddre 
n polawe de P se succederont autour de la face a polaire de S dans t ordre 
oü elles sont icrites, ou dans un ordre precisiment im^erse. 

En effet, les deux arötes successives ai, 02 bordant une mime face F, 
les deux arötes correspondantes eci, o, auront une extremit^ commune (p au 
sommet correspondant a F. De mdme Oj et Os bordant une möme face Fi, 
leurs polaires a, et a^ auront un sommet commun tpi etc. . . . ; ainsi Taröte 
«2 est contigue a Oi et a a^; a^ Test a a, et ä a« etc. ... 

Cela pose, imaginons qu'un observateur tourne autour de a dans le 
sens direct a partir de Oi. II passera de lä sur Tune des deux ardtes con- 
tigues «2 ou a^. Si c'est sur o,, a «2 succedera Tautre ardte a, contigue ä 

«1 : ä «3 succedera Tardte contigue a^ etc Si au contraire a «i succede 

^m, a ^m succedera Tardte contigue a,^, etc 

Proposition 10. Reciproquement, soient a une face quelconque d*un 
polyidre n, a^^ 02^ . . . a^ les arites qui la bordent, icrites dans Vordre oü 
elles se succident autour de a. Les arites correspondantes ai, 02^ • • • o» 
d'un polyidre P, polaire de n, se succideront autour du sommet S, polaire de 
Oy dans Vordre oü elles sont icrites, ou dans un ordre pricisiment inverse. 
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Cetto propantion^ semUable k la prec^ente, resoHe immediatemeiit de 
qoe \es relations de polarite ioot reeiproqoes. La demonstration pr^cidente 
appliqoe moi poiir mot 

Proposition 11. Saient S mm sommet quelcanque ifmpolyidre P, Oi, 

. . . a» l€$ aritet qmi y abautissemt: am pemt tomfomn dStermimer mm polyhdre 

aire de P, et tel qme les arile$ «i, o,, ... a^ re$peclwememt poUmes de 

Os, . . . o» #6 smccidemt amlamr de la face a, polaire de S, dam» le m^me 

ke qme Ox^ Ot^ ... a^ amlamr de S. 

En effet, seit n on polyedre polaire dornig : si Tordre de succession 
B ar^s «1, cz,, ... a^ n'est pas le mdme que celui des arfttes Oi, 
) • • • o« il sera inverse (Proposition 12)« Soit dans ce cas ^ on nouveau 
lyedre symetrique de n par rapport a nn point ou a im plan qnelconque. 
is faces. ardtes et sommets correspondent respectivement auz faces, ar6tes 
sommets de n et par suite anx soinmeta, aröted et faees de P. On peut 
nc le prendre ^gialement poiir polaire de P. D^aiUeurs on sait que les 
Mes Ol, <4, ... a^ syni6triques de Oi, Ot, ... o. se snccedent aatour de 
sym^trique de <x dans un ordre pr^is^ment inverse de celui ou o,, 
, « . . o. se snccedent autonr de (T: elles se snccedent donc dans le möme 
dre que Oi^ a^^ . , . a^ autour de jS. 

Nous appellerons palfddre polaire direet de P tout polyedre determine 
t mani^re i salisfaire k la condition ci-dessus. 

Proposition 12. Soiemt P mm poU/Mre qmeleomque: Jt mn polyädre 
}laire direet de P: S tm samumet am face de P^ a^^ a^^ . . , a^ les arites 
m abamtissemt ä ce somnmet am bardemt cette face: (T, «i, Oa, ... a^ les 
}laires respeetives de S^ ai, o«, . . . o^. Les arites a,, a^^ ... a^ se 
ecideramt amtamr de a dams le m^ime ordre que a^ Ox^ ... a» amtaur de S, 
Si la proposition est vraie pour un sommet S, eile Test pour toute 
ce T qui y aboutit: soient en effet o,, Oa les deux ardles de T qui abou- 
isent ^n Sy ay^ . . . a^ les autres ar*tes du contour de T, toutes ces ardtes 
ant supposöes se succ6der dans Tordre ai, a%^ ... o«. 

Soient o, i, «i, «%, . . «• l^s polaires respectives de S, T, o,, 

L^aröte Ot succidant imro^diatement ä o, autour de T precedera o» autour 
I Ä (Proposition 1). Leurs polaires «,, a^ bordent a et aboutissent en x; et 
ir hypolhAso a» prdcede «t autour de a: donc eile succedera ä a^ autour 
) r. Donc les ardles o^ «»,..«• se succederont dans le mdme ordre 
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que leurs polaires Ot^ a«, ... a^; car si elles se sacc^daient dans uü ordre 
iaverse, l'ardie oi pr^c^dant Taröte a», Taröte ol^ devrait sutvre Tardte a« au 
lieu de 1a pr^c^der. 

On Toit de mdme qne si la propositian est vraie pour une face T, eile 
est vraie pour tout sommet U silu^ 3nr cette face. 

Or la proposition est v^ifi^e, par construction pour Tun des soinmets 
de P: donc eile est vraie 1^ pour les faces aboutissant a ce sommet, 2^ pour 
les 9ommets silues sur ces faces eic Donc eile est vraie en g^n^ral, 

Proposition 13. Deux polykdres n^ 7^y respectwement pokrires directs 
de deux polyädres pareils Py P', sotit pareUs entre eux, et les SlSmenls ou 
arStes polaires d'elements homologues de P et de P* sont eux^mimes homologues. 

AppeloDs provisoirement el^ments on arötes correspondants dans les 
poiyedres n et n' ceux qui sont polaires d'^lementä ou ardtes homologues 
dans P et P'y et designons-leS par une mdme lettre affectee d'un accent 
pour celui de ces elements ou arötes qui appartient k n, 

V, Deux faces correspondanies a^ o\ sont bord^es d'ardtes eorrespon* 
dantes qui se succedent dans le m£me ordre. De möme, a deux sommets cor- 
respondants aboutissent des ar^tes correspondantes, disposees dans le mime ordre. 

Car soient a et a' les elements consid6r^&: a,, o^, . . . o^ les ardtes qui 
se succedent autour de o: leurs polaires Ot» ^9 • • • ^m se succedent dans 
le mdme ordre autour de S polaire de o (Proposition 13); les homologues 
de ces dernidres lignes, a^, fl4, . . . oC se succedent dans le möme ordre 
autour de S' homologue de S (Proposition 3): enfin d^^ o4, ... a|[, se succe- 
dent encore dans le möme ordre autour de o' polaire de S (Proposition 13). 

2''. Ce point etabli, soient o un sommet quelconque de n^ o,, 
a^, . » . a^ les arötes qui y aboutissent: prenons Taspect de n par rapport a 
or et ttx et comparons-le a Taspect de 71' relatif & (T' et o^. 

Dans Taspect a^ a^^ les arötes a,, a^^ ... a^ portent respectivement 
les numeros 1, 2, ... m; les faces ß^^ ß^^ . . . ß^ successivement comprises 
entre Oj et o^, 02 et «3 etc. . . . auront egalement les numeros 1, 2, ... n»; 
enfin le sommet a pour num6ro 1, et les sommets /i, ^29 • • • ^m oxtre- 
mites de Ot, a , . . . o^ auront les numeros 2, 3, ... m+1. Dans Taspect 
&y a^ les ardtes a',, (4, ... a^ correspondantes ä o^, a^, ... a. et qui se 
succddeni dans le mdme ordre, auront de mdme les numeros 1, 2, . , . m. 
Les faces successivement comprises entre 04 et c^, (h ei a^ . . . etc. auront 
de mdme les numeros 1, 2, ... tn; ces faces sont respectivement les correspon- 
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dantes de /9|, ... ß^; car la face ßi^ par exemple, etant bordee par a^ et 
a2, sa correspondante devra ötre bordee par a[ et a,, ce qni la determine. 
De möme a' correspondant a a aura le numero 1, et les numeros 2, 3, . . . 
m+l seront affectes aux autres extremites des arötesal, ... a^^ qni ne sont 
autres que les points y'i^ ... j^i correspondants a j^i^ ... y^; car Tardte a^^ 
par exeoiple, aboutissant ä chacun des sommets a et y^^ sa correspondante a^ 
doit aboutir a chacun des points correspondants & el y'i. 

Ainsi jusqn'a present chaqne sommet, ardte ou face de n porte le 
mdme numero relativement a Taspect a, a^ que son correspondant dans n' 
relativement a Taspect a\ a[. Nous allons demontrer que cette propriete 
continuera a subsister lorsqu'on se transportera successivement aux divers 
sommets de ces polyedres pour completer le numerotage, ainsi que nous 
Tavons indique plus haut. 

En effet, supposons que la chose soit vraie, jusqu'au moment oü 
Tobservateur se transporte a un sommet donn6 x: nous allons voir qu'elle 
sera encore vraie pour les faces, ardtes et sommets qu'il enregistre en 
tournant autour de ce point. 

Soient Ji, d^^ ... S^ la suite des arötes qui aboutissent en r, a^, 
^2 9 ' • • ^m l^s faces qu'elles comprennent entre elles. Les ardtes correspon- 
dantes ^[^ ... d'^ se succedent autoiir de z' dans le m£me ordre que 
(fi, ... J« autour de r: et les faces qu'elles comprennent entre elles «i, ... «1 
sont respectivement les correspondantes de c^, ... c«. Imaginons maintenant 
un second observateur tournant autour de t' et marchant du möme pas que 
Tautre, de maniere a ce qu^ils franchissent simultanement les ardtes correspon- 
dantes. A mesure que Tun des observateurs traversera une face ou une 
aröte, il Tenregistrera si ce n'est deja fait: et Tantre observateur traversera 
en mdme temps la face ou ardte correspondante qu^il enregistrera, si ce n^est 
deja fait: d'ailleurs si une face ou aröte est deja enregistree, sa correspon- 
dante le sera par hypothese, et reciproquement : les deux observateurs auront 
donc a enregistrer en möme temps et par suite compteront toujours d'accord. 
De m£me lorsque Tun d'eux enregistre un sommet, Tautre enregistre le sommet 
correspondant. 

II est donc demontre, l'' que les aretes ou elements correspon- 
dants des deux polyedres portent les mdmes numeros relativement aux deux 
aspects consideres, 2"* que les ardtes correspondantes aboutissent ä des sommets 
correspondants, et bordent des faces correspondantes. Donc les deux aspects 
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coDsideres sont semblables par d^finitioQ 6t les Clements et ar^tes correspon- 
dants sont homologues. 

Corollaire. Si un polyidre P präsente k aspects semblables entre 
euxy il peot £tre considere comme pareil a Ini-mdme sous k points de vue 
differents: le poltfiäre polaire direct n sera donc pareil ä Im^mime sous k 
poinU de vue different$: et ri un mime iUment de P est son propre homo^ 
logue rehtivement ä l de ces aspects^ Vilement carrespondant de n sera ägcUe-- 
ment son propre homologue rekUivement ä I aspects. 

Quelques nouvelles definitions sont encore n^cessaires ici: 

Seit ab une ar£le d'un polyedre: si les deux aspects a^ a6 et b^ ba 
que Ton peut prendre par rapport a cette ardte sont semblables, nous dirons 
que le polyedre presente une symetrie de retoumement autour de cette ardte. 

Si Taspect d'un polyedre est le möme par rapport ä diverses ardtes 
partant d'un möme sommet jS^ nous dirons que le polyedre presente une 
symitrie par rotation autour de ce sommet. Le nombre de ces ardtes jS^^ 
SB, determinera Tordre de la rotation. 

La consideration du polyedre polaire permet d^etendre la definition 
precedente aux faces : ainsi il y aura symitrie par rotation autour d^une face 
si Taspect du polyedre est le möme relativement a plusieurs des arötes qui 
la bordent. (On choisira pour les comparer entre eux celui des deux aspects 
relatifs a chaque ardte dans lequel la face consideree porte le numero 1); 
anquel cas le polyedre polaire sera symetrique par rotation autour du sommet 
correspondant. 

Proposition 14. Si un eliment E d*un poly^re est son propre 
homologue relatieement ä m aspects distincts mais semblables entre eux, il 
existe autour de cet element une symetrie de rotation d" ordre m. 

La demonstration de cette proposiüon resulte immediatement des con- 
siderations precedentes: 

En effet, supposons d'abord que Telemenl E seit un sommet: seit EF 
une aröte qui y passe: le point E etant son propre homologue par rapport 
aux m aspects A, A, ... la ligne EF aura pour homologues respcctives une 
suite d'arötes EF^ EF, toutes issues de E. Les aspects relatifs ä ces diverses 
ardtes sont tous semblables entre eux. D'ailleurs ces arötes, en nombre m, 
sont toutes distinctes les unes des autres (Voir^la demonstration de la pro- 
Position 7). 

Supposons maintenant que Telement E seit une face. Considerons le 
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pjljiiirn polare: feil € eelu ^ ses 
irofre lMMM>tog«e rebÜTeseBt a « a^ecto diatiMls (Pf 
■ prMMlera imc ne tynelrie pir raWtiiHi fordn ai. 
A TelMieat rarrfiipaetlMil E, dow ToyoM ^"B Jont 4m la 

Corollaire. SoU E m Mmemt diUmmi dm p mi g iär e, ai farrfr« dm 
Im rmtmUmm pmm$iUe mmtmmr de eet Himad (ordre qn peitt ae nMure a rnite) 
a le mmmbre dem MmtemU fmreUm 4 E. Le mmmibrm pL dem mpeeim eemhlmhltt 
emtre emx $erm mm. 

Car nppofow qae E ioit im aoauiel (le eaa ob £ aerait aae face 
ae raoiOBe a eelal*Ia ea eonaid^raBt le polyedre polure): mAmaX EF bbo 
arM^ qaeleM^ae iaaBO de ee poiat, EF, EF" . . . ele. lea ai wMes pareilles 
a EF füBef de ee poiat Si iSi eat bb aoaiBiet qaeleoBqBe pareil m E, mm 
aara m^ rneÜM E^F^^ EgFl . . . eie. iaraea de ee poial, el respectireaieBl 
pareUlea aax preeMaalef. Le aonbre total dn aqpects 

Ep EFf E, Er • • • ^ 

E^n EiFi^ Et^ £?ifi..., 

E^i^ E,^iF,^i^ Ä_i, E,^i IC-i • • • 1 

^Brellf a E, EF eat doae prMsöaieBt nm. 

81 Tob eoBiMere bb aatre ilineBt E^y ob aara bbo rotatioB d^ordre 
m$\ mm aoaibre m' d^AUaieBti pareils^ et ßiszmm = aiV. 

PropofftloB 15. SoU abedea mm eamtamr fenmä brad mmrlmmmrfmee 
ttmm potnidre, de mumriire ä me se tramener Art-aidaie mmUe part: et qmi dimiem 
eelte mmtfmee em deum rigiom$ eipmriee R, Ai, eitmiee, fmme R ä Im droUe, 
tmulre R^ ä Im gmmeke imm obsenmtemr tamrmatU amtamr dm eomtamr dame le 
9em$ mbedem. 

Salemt reepeelieemiemt m'Vtldtl /et kwmotogues de abede, relmüeem^eml 
ä deux mepeeli $emblahle8 quelcomqmee A et Ä: le eomlaur fermi afb'e'deW 
qui me u trmmerte M'^mim^e mmUe part (Proposition 3, Corollaire II) djette 
le polffidre em demm mmmmeUee rigione, Mmiesj Cmme R ä la draite, et Vamtre 
Kl ä Im gmmeke dum obiereatemr qmi $mierait le contour dams le »em» elVtli^el. 

hm rigiam de draite R' $erm Vlumologme de la rf^gion de droite R: 
de mUmuf R] 9era rkomologue de A|. 

Eb offet^ loit f Celle des faces de R qui borde Tardte ab. ComparoBS 
aBsamble les doux aspects semblables a, ab et a', a%\ La Face / est la 
pramlAra qae rencontre robservateur toaraaBt daas le sens direct aatoor de 
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a k partir de ab. Elle porte donc le numero 1 dans Teepect a^ ab, La 
face fy siluöe dans R' et bordee par Tardte a'b' porterait de mdme le numero 
1 dans Taspect a', a'b': eile serait donc rhomologue de / relativenient au 
deux aspects a, ab et a'^ a'V: rhomologae de f relativement aux deux aspecta 
A et A devant d'aillenrs rester son homologue relativement aux aspects 
ay ab et a'y a'V ne sera autre que f. 

Soient maintenant mn une ardte quelconque de f non situee sur le 
contour (s'il y en a), g la face de R contigue a / sulvant mn. L'aröte mW, 
homologue de imi^ borde f\ homologue de f, et ne peut dtre situee sur le 
contour ab'c'tfea'; car mn^ dont eile est Tbomologue, serait alors situee sur 
abcdea. La face g contigue a f suivant mV sera evidemment Thomologue de g. 

Soient de möme h une face de R contigue a g, pq Tardte commune; 
hl et pY 1^^ homologues de h et de pq: h' sera contigue a g suivant p'q' 
et fera partie Aec R\ En continuant de proche en proche, de chaque face 
a sa contigue, on arrivera a demontrer que toute face de R a son homologue 
en R'. On verra de möme que toute face de Ri a son homologue en R'i. 

D'ailleurs. les deux regions R', R\ n'ont entre elles aucune communis 
cation, bn dehors du contour a'b'c'ife'a'* Car si deux faces F, Fl apparle- 
nant respectivement a ces deux regions etaient conligues suivant uiie ardte 
r'/ non situee sur le contour a'b'c'tfe'a', les faces F, Fi dont elles sont 
homologues seraient contigues suivant Tarnte rs^ dont rV est Thomologue, et 
qui n'est pas situee sur le contour abedea. Les deux regions R, Ri auraient 
donc, contrairement a notre supposition, une communication en dehors du 
contour abcdea. 



IL 

PolyMres euleriens. 

Nous considörerons specialement dans ce qui va suivre les polyedre? 
tals que tont contour ferm^ trace sur leur surface et ne se traversant paa 
lui-mdme divise cette surface en deux regions separees. Cette categorie de 
polyedres, auxquels nous donnerons le nom de polyädres simples ou de /lo/y«- 
idres fuHnens enferme comme cas particulier les polyedres convexes. 

5» 
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Cela itant, la ligne ag...aiaiahbi...b^ rennit evidemment les conditions exigies 
pour la ligne ^. 

SnpposoDs iDaintenant qu'on dechire la calotte suivant la ligne ^: eile 
se troüvera divisee en deux calottes simples partielles Ki et K^: et il est 
aise de voir que si le theoreme est vrai pour chacune de ces calottes par- 
tielles^ il lo sera pour K. 

En effet, soient respectivement 5|, Fi, Ai^ S^^ F^^ A^ les nombres 
des sommets, faces et arötes de K^ et de jR*}; on a par hypothese les relations 

Si+F, = ^i + 1, S,+F, = ^,+ l, 
d'oü 

S, + S, + iP.+F, = ^, + -42 + 2. 

Or chaque face de K se retrouve snr Tune des calottes partielles, et 
snr une seule: donc Fi+F3 = F. Chaque ardte de K se retrouve sur Tune 
des deux calottes: eile se retrouve möme sur toutes les deux si cette aröte 
fait partie de ^: on aura donc, en designant par ^ le nombre des ar^tes de 
jd, -^j+-^2 = -^+(y. Chaque sommet de Ä' se retrouve sur Tune des calottes: 
il se retrouve möme sur toutes deux si ce sommet est situi sur ^; et comme 
le nombre des sommets de yf est evidemment c^+l^ on aura 81+82 = S+^+l. 
Substituant ces valeurs dans la relation precedente, il vient 

S+F = A + i, 
ce qu'il fallait demontrer. 

II reste a demontrer le theoreme pour chacune des calottes partielles 
Ki^ /i^; pour cela chacune d'elles pourra ötre decomposee en deux autres, 
que Ton decomposera a leur tour en deux autres etc. Continuant ainsi on 
arrivera a reduire la question au cas d'une calotte ne contenant plus qu'une 
seule face. Mais alors le theoreme devient evident, oar si la face a n arötes, 
eile aura n sommets et Tequation a demontrer se reduit a Tidentit^ n+i=n+i. 

Observation. II Importe de bien se rendre compte de toute la 
generalite que comporte le theoreme que nous venons de demontrer: ainsi 
il peut s'etendre au cas oü Ton aurait, au lieu d'une seule calotte polyedrique 
K, plusieurs calottes successives se touchant par un simple sommet ou reliees 
les unes aux autres par des lignes droites ou polygonales, a la condition que 
deux quelconques des calottes partielles ne soient liees enlre elles que d'une 
seule maniere, de teile sorte qu'en coupant en un point quelconque la ligne 
qui les Joint on detruise toute continuite. 
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Ainsi, par exemple le Ibeoreme s^appliquera att 
Systeme K forme de trois calottes M^ N, P refliees par 
les aröles ab et de. En effet detachons du Systeme la 
calotte M. Le theoreme sera vrai poor le Systeme s'U 
est vrai pour chacan des deux systemes partiels ainsi 
obtenus. Car soient S, F, A, Si, Fi^ A^^ Sj, Fj, 4i 
les nombros d'arötes, faces et sommets que contiemient 
respectivement le Systeme total, la calotte M et le Systeme partiel restant K^ 
Si le theoreme s'applique aux systemes partiels , on aura Sl+F^ = Al+l^ 
5,4-^2 = ^2+1 d'oü S, + iS2+Fi+F2 = A+^2 + 2. D'aillears chaqne ardte 
ou element de K fait partie d'un seul des systemes partiels, sauf le sommet 
a qu'on retrouye dans tous deux: on aura donc 81+82^ S+l^ Fi+Fi^^F, 
i4i+^2 = ^ d'ou S+F = ^+l. 

Le theoreme est vrai pour M: reste ä le demontrer pour K^\ detachons- 
en Tardte ab. Le theoreme sera vrai pour K2 s'il est vrai pour ab et pour 
le Systeme restant K^x mais il est evident pour ab, ardte unique, qui a deux 
sommets. Reste a le demontrer pour K^: nous detacherons de ce demier 
Systeme la calotte N etc. 

Les indications qui precedent montrent que le theoreme subsisteraii 
encore lors möme que les calottes Mj N, P seraient reduites a de simples 
points, auquel cas le Systeme se reduirait a de simples lignes; mais toujours 
a la condition expresse qu'en coupant une de ces lignes, on detruise toule 
continuite. 

Theoreme d'Euler. 8oicHt P un potyedre eulerieny 8 le notubrc de 
tes sommets, F celui de ses faces, A celui de ses arites; on aura tä relation 

En effet, detachons par la pensee une des faces du polyedre, (p. 11 
reste une calotte simple K^ dans laquelle le nombre total des sommets et 
faces depasse d*une unite celui des ardles: mais eile contient lous les sommets 
et toutes les areles du polyedre, et toutes les faces, sauf une (p: C. Q. F. D. 

Remarque. Ce theoreme est caracleristique des polyedres eulerlenst 
car il serait ais^ de demontrer que si Ton peut Iracer sur un polycdre X 
contours differents, ne se coupant pas mutuellement, et ne divisant pas l^ 
aorface du polycdre en parties separees^» on aura, au lieu de la relation 
ci-dessus, la suivante: 

S+F - A+2-2k. 
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Remarque 2^*". 11 imporie enfin de remarquer qiie la demonstration 
qne nous avons donnee des deax th^oreipes prec^dento ne suppose nulleiiiei|.t 
qne les faces do polyedrd soient planes, ou aea^jar^tea rectilignes Elle 
aabaisterait dana son inMgrite lors mdme qiie chaque faee serait remplac^e 
par un r^sean de faeettes sapposees invariablement liies entre alles, de maniere 
a fonner an seul tont, et chaque ardle par nn fiiseaa, forme d*on resean de 
facettes egalement liees entre elles d'qne fa^on invariable. 



m. 

Premier theoreme fondamentaL 

Thöorime. SaU R mte caloUe poltfidrique rimple^ UmUe par um 
eaiUaur ferme C gm ne $e Iramene pa$ hn^-mimei ri R e$t m propre homo^ 
logue reiaticement ä k aopecU semblableM A, Ai^ . . . A^^i du poltfddre auquel 
eile appartient, il exUtera dam eette region un iUment doui d'une symilrie 
de rotaHon dont Vordre sera au moim igal ä k. Toutefoii, 9% Jr=r2, eel 
eliment pourra itre remplaei par une arite, douie de la $pnHrie par re- 
Ummement. Dam tou$ les eas, tous le$ aulres elimenls et arite$ de R pourront 
itre groupis e» systämei de k ariles au elements pareili. 

Avant d'aborder la demonstration generale de ce 
tbeoreme, quelques observations et lemmes sont indispensables: .^ 

Le contonr Cy par hypothese, ne se traverse pas lui-> // \ 
mtaie: mais nous n'exclnons pas le cas oü deux parties e/ ^e 
diffirentes de ce contonr ^e touchent en qnelqne point, on Ny /y 
möme se confondent dans une partie de leur etendue, comme 
cela se voit dans la figure ci-jointe, ou sont rennies les 
diverses circonstances qni peuvent se presenter. On voit 
qn'un observateur, qni voudrait faire le tonr complet de ce 
contonr, sans jamais le traverser, serail oblig^ de snivre le 
Irajet indique par les fleches, et dont plusieurs parties sont 
colncidentes, de teile sorte qu'il repasserait deux fois par chacnn des poinls 
b et ^ et trois fois par le point a. 

Lemme 1^'. Mais il exUte dans tous les cos sur le contour C des 
pomts oü robsereateur ne passera qn^une fois en faisant son tour. 

En eflTet, seit,/' une portion du contonr^ choisie anssi conrte qua 
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pofrible psnni cellef doal rorigine el rextreoiite soat en hi 
Mit # ce soBnet: denx eas poorroBt se presenter. 

f cas. La preoiiere arite de I\ m, differe de sa deniere arMe ia. 
Daas ce cas le eofltoar /* B*a ai poiat ni arMe coaiBiaBS aTec le reale Cg 
da coatoar e. Car ri cela elait, oae transversale ani aieaee eatre aa et j|k 
daoft le Toifiaage da poiat # ae diTiserait pas la regioa R ea denx regiona 
separees, puisqne, partani dn point s^ on ponrrait passer de 1 antra eöte de la 
lifne aai en sairaat le coatoar C|, pais le contonr T' ^ ae relie avec InL 
R etant, par hypothese, nae calotte simple, cela ae pent Are. 

SnpposoDs maiateDaBl qn'nn obsenratenr partant de S fasse le tonr 
de c. II parcourra d*abord le contonr F, repassera en s, pnis parconrra ^ 
et reyiendra enfin s^arrdter an point de depart s. Le sommet a n*etant pas 
snr le contonr de d^ TobserTatenr n*y passerait piasienrs fois qne pendant 
qn'il pareonrt le contonr partiel /*. Mais s^il j passait plnsieurs fois, seit f^ 
la portion de /* comprise entre denx passages consecntifs en a. F* serait <i^9 
ce ipii ne pent Mre, par snpposition. Donc l^observatenr ne passe en a qn^nne 
senle fois. 

2^^ cas. Snpposons en second lien qne Taröte finale de /^ se cos- 
fonde avec son arMe iaitiale sa:/' se composera de cette senle arite: car 
sll en etait antrement, soit F' le reste dn contonr de F. L*observateur, en 
snivant le contonr, reviendrait au möme point a apres avoir decrit nn contonr 
partiel F' <Z F, ce qni ne pent itre^ par snppoation. /' se rednit donc a 
Tarnte sa. Soit c, le reste dn contonr: a n'en fait pas partie: car si cela 
etait, en conpant Tarnte $a dans le voisinage du point s, on ne separerait f9t 
R en denx parties distinctes, pnisqne Taröte conpee sa se rattacherait encore 
a C| par son extremite a. Cela pose, nn observateur faisant le tonr de c a 
partir de s suivra Tarnte sa^ rebroussera chemin immediatement de Tautre cöte 
de cette ar£te, pnis snivra C| et reviendra enfin an point de depart s apres 
n^avoir passe qu'nne fois en a. C. Q. F. D. 

Lemme II. Le eanlour C sera son propre hamologue relatieememt ä 
taui le$ oipeets A, Ai^ . . . A^^i. 

Cette proposition est evidente. 

Lemme III. Soil s tm sommet du contonr, oü Cot^servatemr ne passe 
quune fois dans son tonr: soient t , f|, ... St^i ses homologues relatwemenl 
ttux aspects A, A ^ . . . A^,.i : robsereateur ne passera quune fois en chaeun 
de ees poinls, qui seronl essentiellement distincts les uns des autres. 
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En effet, comparons ensemble les deux aspects A el Ai. Soit Si 
llioniologue de s. Si robservateur y passait plusienrs fois, soit Tj la portion 
de c comprise entre deux passages cousöcutifs: c etant son propre homologue, 
Fi serait rhomologue d'oii autre tron9on F ayant ses extr^mites en s, dont Si 
est Thomologue: robservateur repasserait donc en s apres avoir decrit ce 
tron9on, ee qui est contre Thypothese. 

U reste a prouver que les sommets «i, Sz^ ... St^i sont tous differents. 
Supposons pour fixer les idees que Si se confonde avec »2* Ce point serait 
ainsi son propre homologne relativement aux deux aspects A^^ A^. Parmi 
les ardtes de c, deux seulement aboutissent en «j, celle par laquelle Tobser- 
vateur arrive a ce point, et celle par laquelle il le quitte: encore ces deux 
ardtes pourront- alles colncider. 

SMl n'aboutit en Si qu'une ar£te du contour, sJi^ son homologue re- 
lativement aux deux aspects A, Ai devant aboutir a «i qui est son propre 
homologue, et faire partie de Cy sera cette aröte elle*mdme. S'il passe au 
contraire deux arötes du contour en «i, VySi et f|f,, chacune de ces ardtes 
sera sa propre homologue. En efTet, supposons pour fixer ies idees qu'un 
observateur suivant le contour de maniere a laisser A a sa droite, le decrive 
dans le sens ViSitii soit x Tarnte homologue de »i/i; les deux aspects «i, n^ti 
et #1, X doivent dtre semblables et A y 4tre homologue a lui-möme. La face 
situee immediatement a droite de Siti et qui porle le numero 1 dans Taspect 
«19 ti/i fait partie de R: son homologue, situee immediatement a la droite de 
X fait donc partie de A. D'ailleurs Tarnte x part de Si qui est son propre 
homologue, et fait partie du contour c. Ce ne peut £tre s^r^*^ car la face 
situee immediatement a droite de SiVi ne fait pas partie de A. C'est donc Sit^. 

Mais le point «i et Taröte Syti ne peuvent 6tre a la fois leurs propres 
homologues pour deux aspects distincts ^i, A^ (Proposition 7, demonstration): 
II est donc prouve que f| ne peut ötre son propre homologue sous plusieurs 
aspects differents de la suite A^ ^i, A^^ .... 

Lemme lY. // exiBle nicensairement dam R ou une arite, ou un 
element qui soit 9on propre homologue relatwement ä plusieurs des aspects 

Ay Ai*^ . . . Alf^l. 

En effet, si cela n'avait pas lieu, en groupant ensemble les arötes 
homologues d'une part, et les elements homologues d'autre part, chaque groupe 
d'ardtes en contiendrait Ar. De möme chaque groupe de faces ou de sommets 
en contiendrait k. Chacun des trois nombres S^ F, A serait ainsi un multiple 
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de ky et la relation 

deviendrait manifestement absurde. 

Nous pouvons aborder maintenant la demonstration du Iheoreme pro- 
pose: nous etudierons successivement les trois cas qui peuvent se presenter, 
suivant qu'ii existe un sommet, une face, ou une ardte hpmologues a eux- 
mömes sous plusieurs des aspecis Ay A^^ ... Aj^^. 

1^'*" hypotbe^e. Supposons donc en premier lieu qu'il existe uq 
sommet qui soit son propre homologue pour plusieurs aspe^ts differents. Si 
plusieurs somniels jouissent de celte propriete, nous en considererons, spefii^tr 
lement un Ty choisi parmi ceux dont la distance au plus voisin des soiii|Det3 
Sy ^i^ ... Sk^i^ comptee sur la region Ry est un minimum d. 

(Nous appellerons ici äUtance de deux sommets comptee twr Um region R 
le nombre minimum d'arite» toutet comprües dans celte region que Ton est 
oblige de parcourir pour passer de Tun a Tautre de ces sommets. Nous 
nommerons de möme ligne geodisique sur la rSgion R la ligne la plus courte 
que Ton puisse mener d'uu point a un aulre de H^ en nempruntant auame 
arite etrangäre ä cette region.) 

Soient yi une ligne geodesique tracee sur la region R entre T et le 
sommet Sy le plus voisin de T parmi ceux de la Serie Sy Si^ ... St^^i; Ay 
^M • • • ^*-i 1^3 homolpgues de A reiativement a tous les aspects Ay A^^ ... Ai,^i. 
Cbacune de ces lignes, auxqueiles nous reserverons exclusivement dans le 
cours de cette demonstration Tappellation de lignes pareill&t ä Ay aboulira a 
Tun des sommets $, Si^ ... Sjt^i . Parmi ces lignes , un certain nombre A, 
A\ A!^ auront leur autre extremit^ en T; mais au point oü nous en sommes, 
il est encore permis de supposer que la serie Ay A^^ ... Aj^x contienne des 
lignes partant d'autres points Tx etc. pareils a T. 

La longueur de chacune de ces lignes represente la plus courte distance 
de son extremite ä celui des sommets Sy «j, ... «^^i qui en est le plus voisin. 
Supposons en effet qu'il exist&t sur la region R entre Ti et s^ par exemple, 
une ligne L| plus courte que Ai qui aboulit en T,. Comparons ensemble 
les aspects Ay Ai reiativement auxquels Ai est Tbomologuo de A; A, sera 
l'hqmologue d'uno ligne de möme longueur, situee sur la region R et ayant 
Tune de ses extremites en Ty dont Ti est Tbomologue, et Tautre a celui des 
sommets Sy Sg^ ... Sk-.i dont «^ est Thomologue. On pourrait donc, con- 
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trairement ä ce qoe nöüs dvons sopposi, joindre T a Fan des sommets 
$, «I, . . . s^i par une ligne sitaee 8ur R et plus courle qoe ^. 

Dei$x quele&nques des lignes A ne peueent avoir aucun point commun 
aubre que lewr extrimili. 

Supposons en effet que les deux ligues Ts et Ti^i se rencontrent en 
tm point u. La distance da point u a chacan des deux sommets s^eisi^ d'ou 
oe8 lignes sont issaes, est la mdme, d: car si Tön avait par exemple u$<ittSi 
on auratt 7xfli+M<lT|«,<cJ et a lorti»ri^la distance de 7| a s<iS^ ce qui 
ne peut >£tre, ainsi qoe nous venons de le voir. On aura donc ns=^u$i. 
Coniparons maintenant les deox aspects Ä^ A^ relativemenl aaxquels Ay est 
riiomologue de A. Le point u considere sons le premier aspect, etant sita6 
snr ^ a la distance d de «, son homologne sera sitae sur A^ et a ia distance 
d ^e Sil (Proposilion 4) il se confondra donc avec u, resultat inadiuissible; 
car le point tf est plus voisin de s que T: et nous avons suppose qu'aucun 
point plus voisin de s que T ne peot dtre son propre homoiogue. 

Cela pose, soit p te nombre des lignes A, A\ . .. A^^ qui aboutissent 
en T; ces lignes etant supposees 6cf ites dans Tordre oü on les rencontre en 
tournant dans le sens direct autour du point T. Elles partagent la surface 
en p fuseaux distinctsy.arrdtes chacun av^cohtour. 

Comparons ensemble les deux aspects relativement auxquels Tune »de 
ces lignes A^ est rhomologue de A; A\ • . . A^"^ auront respectivement pour 
homologues A^^^, ... A^*"^. En effet soient «', ... a?*^* les homologues 
cfaerchees. Soient d'ailleurs s^ st et s'^ s't' les sommets et arölos par rapport 
auxquels sont pris les aspects semblables A et A'^ relativement auxquels A* est 
rhomologue de A. Designons par a et otr les homologues respeclives de s^, s'i 
par rapport aux aspects.semblables, A et A*". Les deux aspects' Sy $li et (/^ aV 
sont semblables, et T^ R et ^/> ont relativement a ces deux aspects les mdmes 
homologues T^ R et x' que 'relativement aux aspects A ei A^ (Proposition 4). 
Mais Taspect s, st' est semblable a A, et T, R^ A ont pour homologues relati- 
vement a ces doux aspects T^ R et A. L'aspect o\ &%* est donc semblable a A 
et si on les compare entre eux T^ R e\ A y auront respectivement pour homo* 
logues r, Ä et x\ Donc Taspect &, a'x fait partie de la suile A^ Ay ... A^^ 
des aspects semblables ä A et relativement auxquels 7 et A sont leurs propres 
homologues; et x fora partim de la suite des lignes A, A\ . . . A^'^^ homo- 
logues de A relativement a tous ces aspects. On demontrerait la m£me chose 
|M>ur a:", . . . a?^"" *. 

6» 
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Les lignes yl^, x\ ... tT'^ sont donc les minies a Tordre pres qne 
les lignes A, A\ ... J^^ dont elles sont les homologues: d'ailleurs leor 
ordre de succession autour de T doit 6tre le möme: donc jÜ y qni succede 
la premiere a A^ aura pour homologue A^'^^^ qui succede la premiere ä 
y/^ etc 

Soient F celui des fuseaux qui est limit^ a gauche en partant de 7 par 
la ligne A^ a droite par la ligne A\ F^ celui qui est limile a gauche par 
A^y a droite par ^^^\ F^ sera evidemment Thomologue de F relativement 
aux deux aspects A et A". L'indice /i itant quelconque on voit par la que 
low les fuseaux F, F', ... F'^* sont pareils entre eux. Chacun deux can^ 
liendra donc le mime nombre de facesy arites et sommeU. 

II ne peut exister en dehors de la särie A, A\ . . . A^^ ancune Ugne 
pareUle ä A. 

Supposons en effet qu'il en existät une Ai. Comparons ensemble les 
deux aspects relativement auxquels Ai est homologue de A; A', A", . . . A^^ 
auraient pour homologues respectives un Systeme de lignes A'i , A^^ . . . Al^^ 
pareiUes a A^ et aboutissant loutes au point 7i homologue de T et ex-* 
trimite de ^j. 

D'apres la premiere partie de la discussion qui precede, les lignes 
^1, A[^ ... A^\ pareilles aux lignes A, A\ . ... A^^, ne pourraient avoir 
aucun point commun avec ces demieres. Elles seraient donc toutes contenues 
dans un seul fuseau, celui oü est situee leur extremite commune Ti . D'autre 
part, d'apres la seconde partie de la discussion, elles devraient partager la 
surface de /i en /i nouvelles regions, fusiformes comme les pricedentes, et 
contenant chacune le möme nombre d'elements et d'arötes: resultat absurde: 
car les lignes A^^ A^^ ... A!^^ etant toutes contenues dans Tinterieur d'un 
m£me fuseau, la partie de ce fuseau exterieure a ces lignes, et les p—X autres 
fuseaux formeraient une seule rigion, contenant evidemment a eile seule plus 
d'elements et d'ardtes que toutes les autres r^unies. 

On aura donc p = k: et le point T restera son propre homologue re^ 
latwement ä tous les aspects A, A^^ ... Au^i'. les autres iUments et les 
arites pourront itre groupes k ä k, en riunissant ensemble les Clements pareils 
respectivement contenus dans chacun des k fuseaux F, F', ... F^^\ Le 
theoreme enonce au dehnt de celte section se Irouve ainsi demontre. 

Observation. II peut arriver que toutes les parties du contour se 
joignant deux a deux, il ne reste plus a proprement parier une region dv 
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polyedre limitöe par un contour continu, mais nn simple Systeme de lignes: 
dans ce cas il n'existe plns de fuseaux, et la demonstration qai precede perd 
de sa nettetd. Le theoreme subsiste pourtant mAme dans ce cas limite, comme 
on pent s^en assurer par les considerations snivantes: 

Soient Tb, TV, ... Tb^^ les dernieres arÄtes des lignes jI, A\ ... 
A^^ qui aboütissent en T: ces ardtes, ainsi que les lignes g^odesiques cor- 
respondantes, etant inscrites dans Tordre ou on les rencontre en tonrnant dans 
le sens direct autour de T. Soient Tc, Td, . . . Tc' les aatres ar£tes imandes 
de T, sMI y en a. 

Si nous comparons ensemble les deux aspects relativement anxqaels 
^^ est Thomologue de yi, on verra comme dans la demonstration precedente 
que -^''+* sera Thoniologue de ^, ^^+' Thomologne de ^' etc. Les arites 
n, Tb', . . . etc. de chacune de ces lignes qni abonlissent an point T anront 
donc respectivement pour homologues Tb^, T6^^' etc. 

Soient Te, Td etc. celles des ar£tes emanies de T et differentes des 
pröcidentes que Ton rencontre entre Tb et Tb' lorsqn'on tonme dans le 
sens direct autour de T. Elles devront avoir pour homologues des ar£tes 
Te^^ Td^ igaiement emanies de T et que Ton devra rencontrer entre n^ et 
Tb^"^^ (Proposition 3). Ces ar^tes Tif, Td^ seront donc essentiellement dis- 
tinctes de Tc, Td etc 

Enfin toutes celles des ar^tes du Systeme qui n'aboutissent pas en T 
devront se rattacher, seit directement, soit par Tintermediaire d'autres ar^tes, 
a Tune des ardtes Tb, Tc, Td . . . Tb'' etc. Elles ne se rattacheront d'ailleurs 
qu'a Tune d'elles : car si elles se rattachaient a deux d^entre elles, on pourrait 
couper Tune de ces deux ardtes sans rompre la continuite du Systeme, lequel 
ne serait plus assimilable a une calotte polyedrique simple, ainsi que nous 
le supposons. 

Cela pose, consid^rons deux arötes quelconques pareilles Tb, Tb" parmi 
Celles qui aboütissent au point T, et comparons les deux aspects A, A" 
relativement auxquels Tb a pour homologue Tb^. L'ensemble des ar£tes qui 
se rattachent a Tb aura evidemment pour homologue Tensemble des ardtes 
qui se rattachent a Tb". II y aura donc autant dVötes se rattachant a Tune 
qu'i Tautre de ces deux ardtes. Chaque ardte aboutissant en T ayant p 
homologues toutes distinctes, le nombre des arötes qui s'y rattachent sera donc 
au plus le /i'**"" du nombre total. 

// ne peut exister dam le contour aucun $ommet pareil ä T. En effet 
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8oit Ti im semblable sommet. En comparaut lea aspects rclativement aux- 
quels Ti est l^omologue de T, chaqne ardte emanee de T el celles qui a'y 
encbatnent auraient pour homologues une de celles emanees de 7i et celles 
qui s'y rattachent. U faudrait donc que Tensemble des ardtes qui se rattacheot 
a une aröte quelconque Emanee de 7, füt toul au plus le p'^""* du nombre 
total des ardtes. Mais parmi ces arötes, Tune d'elles se raltache directenient 
ou indirectement ä Tune des arötes emanees de T, puis par celle-lä a toutes 
les^ autres ar£tes emanees du mdme point, et par suite a toutes. les ardtes 
du contour, moins une fraction tont au plus de la /i'^'"^ partie. La co'ntra- 
diction est manifeste. 

On a donc ici encore p = k: et le point T restera san propre homo- 
logue relatieement ä tous les aspects A, A^^ ... Ai^^i. Les autres sommets 
et arites ponrront itre gro^pis k ä k en rinnissant les Clements et les arites 
pareiUes. Car a chaque aröte se rattachant a Tb par esiemploy correspondront 
k ardtes pareiUes, evidemment distinctes et se rattachant respectivement a 
Tb, . .'. Tb'', . . . ^6^^ Le theoreme est donc demontre. 

2**°^ hypothese. Supposons, en second lieu, qu'il n'existe aucun 
soibmet qui seit son propre homologue relativement a plusieurs aspects A, 
Ai^ ... Aj^i mais qu'il existe une face T jouissant 'de cette propriete. 

Parmi les sommets de T, seit t Tun de ceux dont la distance au plus 
Yoisin s des sommäts s, «i, ... Sk^i est minimum. (Si cette distance etait 
nulle, les raisonnements qui vont suivre pourraient . ötre abreges, mais sub- 
sisteraient dans leur essence.) 

Si nous comparous successivement entre eux lesp aspects A, Ä, ... At'^ 
de la suite A, Ax^ ... ^*.i relativement auxquels T est supposee sa propre 
homologuof ^9 aura p homologues distincls s, s\ ... fT'^ et t aura /i homo- 
logues l, (, . . . V^^ tous evidemmout situes sur T qui est sa propre homologue. 

Soil lab... t'a'V .. . ff 'a^'b^^\ . . le contour de T decrit dans le 
sens direct. Comparons entre eux les deux aspects A et A^ relativement 
auxquels R, T, t ont respectivement pour homologues B, T, V: a, 
b, . . . t\ a' etc. auront respectivement pour homologues af, b", . • . f^^*, 
0^+*, . . . etc. 

En effet, seit fx Thomologue de ta. Les deux aspects t", t^x et 
ty ta doivent ötre semblables: et de plus T homologue a eile möroe sous les 
deux aspects A el A'* devra Tdtre encore sous ces deux nouveaux aspects. 
Mais T elant immediatement a droite de la porte le numero 1 sous Taspect t, la: 
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donc eile porte le mimero 1 soos Taspeci i^^ <^jr> d^iK^ Vx laisse T iannö*» 
diaiemont a sa droUe: donc t^'x -^t^^a^^ et iy^% pour homologue a^; de mömö 
h a pour homologae 6^. Enfin { pareil ä t a ponr homologue un point y 
pareii aux precedenls, et situe sur T^ et par suite faisant partie de la suite 
tj t^ ... V*j Z-"^-.... Ce point y ne peut Ätre que V"^^i car si c^etait nn 
point plus eloigne de V^ f^*^* compris entre <^ et y sejrait Tbomologue d'uQ 
point J5^ pareil aux pracedents et compris entre t et t\ dopt ^ et jr sont les 
homologues: or par liyppthese on ne rencontre aucun -semblable point 
entre t et f. 

Cela pose^ trapoQß. «ne ligne geodesique A entre s et t: soient A^ 
jfy . . . A^"^ les lignes respectivement hogdologues de A relativement aux 
aspects A^ A\ . . . A^^ et qui joignent respectivement $' a t^ $" a /". . . eta 

Deux de ces lignes ne peuvent avoir aucun point comroun: car ^ 
A' et A" par exemple se rencontraient en un point u^ la distance de ce pc^t 
a B* comptee sur A'y ou k s" comptee sur A'\ serait ou differente, ou la 
möme: dans le premier cas^ seit pour fixer les idees U8'Z>U8": t'u+us", et a 
fortiori la distance de /' a^'V serait plus courte que la ligne fV^ ou que la 
ligne egale ts: resultat inadmissible. An contraire, si W etait egal a u$'\ 
le point u serait son propre homologue relativement aux deux aspects A' et 
A'\ ce qui est contraire a notre hypothese. 

^es p lignes A^ A\ . . . A^^ ne se traversant pas mutuellement par- 
tagent la region R (abstraction faite de la face T) eh p fuseaux dvidemment 
pareils entre eux: car si Ton compare les aspects A, A"^ t, a^ 6, . . . t, a\ 
b', t"y . . . ayant respectivement pour bomologues i^, a", 6^, ... /*"*"*, a^^^, 
ft^"*"*, . . . V'^'^, Ay A'y . . A*' auront evidemment pour homologues les lignes 
pareilles A^^ A^"^^, ... qui partent respectivement de V, /^+', . . . etc. Le 
fuseau F compris entre A et Ai aora evidemment pour homologue le fuseau 
F^ compris entre A^ et A^^^ 

La demonstration s'acheve sans changement comme dans la premiere 
hypothese (pag. 44). 

ßim« hypothese. Supposons enfin qu'il n'existe aucun Clement qui 
seit son propre homologue : mais une aröte T jouissant de cette propriete. 

La demonstration qui precede s^appliquera identiquemenl: seulement T 
n^uyant que deux sommels ne peut £tre sa propre homologue que sous deux 
aspects differents: ou anra donc necessaifement ici j9=:Ar = 2. 

Corollaire. Si un polyidre eulMen prisente un iliment unique de 
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san espdcey autaur duquel il offre tme stfmitrie par rotaUon if ordre k, tom 
le$ eUmenU serant k fod ripitis, ä VexteptUm de deux ttetUre eux, qmi 
Merant chacmi tmique de san espdce. Le$ ar£te$ se ripartinent igalemekt en 
groupes de k arStes pareittei. 

Par exceptUMy dam le cos aü k=^2^ il peut ny anwr qiiun iUment 
tmique y Fautre itant remplaci par nne arite, unique de »an e$pice, autanr 
de laqueUe le polyädre sera symitrique par retoumement. 

Ce theoreme est une conseqoence iimnediale du precedent: 
En effet, supposons d'abord que Telement nnique soit une face F; eile 
est sa propre homologoe sous k aspects. La region formee par le reste da 
polyedre sera sa propre homologue sous les mömes aspects et par saite con- 
tiendra un element a rotation d'ordre k, qui pourra ötre remplacd par une 
ar£te a retournement, si k = 2: les autres elements et ardtes 6tant k fois 
ripetis. 

Si relement unique, est un sommet, considerons un polyedre polaire 
direct du propose: Tdement unique y sera une face: il contientdonc un autre 
dement ou aröte unique de son espece: et Telement ou arMe du polyedre 
propose dont celui-ci est le polaire sera egalement unique de son espece. 

IV. 
Second theoreme fondamentaL 

Theoreme II. Soient S tm sommet quelcanque dfun palyidre; S', S^' 
ceux des sommeU pareil» ä S danl la diitance S ä S est minimum; I? un 
sammet eonvenablement chaisi dans celte suite; A une Ugne giodisique joignant 
S ä S': Ay Ai^ etc. la stUte des tignes pareilles ä A. 

V. On paurra ehoisir le sammet S' et tracer la Ugne A de teile sarte 
que les lignes A, A^^ etc. ne se traversent mutueUement en aucun painL 

2"". De pbiSy chacune des lignes de la serie A^ Ai sera en giniral 
campasie de trais tran^ans. V. Deux trangans exlrimes de mime langueur, 
dans chacun desquels eile se canfand entiärement avec une autre Ugne de la 
sMe. 2"". Un tranken median, dant aucun paint, sauf celui du mUieu, ne 
paurra appartenir ä une autre Ugne de la serie. (II peut d'ailleurs se faire 
que les tron9ons extrömes ayant une longueur nulle, le tron9on median reste 
seul : ou qu'au contraire le tron9on median disparaisse, les trouQons extremes 
allant chacun de son cote jusqu'au milieu de la ligne.) 
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Pour demontrer ce theoreme, nous supposerons que le sommet S' ait 
ete arbitrairement choisi dans la suite S\ S "...,• que Ton alt pris pour y1 une 
li^e geodesique quelconque joignant S ä S'; il pourra se faire alors qu'ii y 
ait des points oü les lignes y/, ^i, . . . se traversent mutuellement : mais nous 
TeiTons qu'en corrigearit noire choix convenablement, nous pourrons, non 
seulement faire disparaitre ces points d'intersection « mais satisfaire en m6me 
temps aux conditions secondaires enoncees dans le th^oreme. 

Lern nie I. Soient S^ <Si, ... les diters sommets du polyddre qui 
8ont pareils ä S. La distance mutuelle de deux quelconques d'entre eux est 
au moins egale ä d\ 

Supposons en eifet que la distance de S^ a S2 soit << d. Comparons 
entre eux les deux aspects A et ^, relativement auxquels Si est Thomologue 
de S. Les sommets S, Si^ S2 etant pareils entre eux, S2 serait Thomologue 
d'un certain sommet S^ egalemenf pareii a S, et qui serait situe a une distance 
de S egale a la distance de S2 ä S^ (Propos. 2). On aurait ainsi un sommet 
pareii ä S et situe ä une distance de S moindre que d: ce que nous avons 
suppose impossible. 

Lemme II. Deux quelconques des lignes A^ A^^ ... ne peueent se 
rencontrer en un autre point quen leur milieu, si elles nont au moins une 
extremite commune. 

Soient en effet A une de ces lignes, joignant ensemble les sommets 
S et S': A^ une autre de ces lignes, joignant ensemble d'autres sommets S" 
et S'" distincts des premiers : soit T leur point dMntersection. Supposons que 
ce point ne soit pas precisement au milieu de chacune d'elles: que Ton ait 
par exemple S'T<rS'" d'ou, comme S"T+rS'"=J, S''T<:id. La longueur 
de ^ = ST+TS* etant egale a d^ Tune au moins des longueurs ST, TS' ne 
serait pas superieure ä ^J. Smt pour fixer les idees TS'^^d, On aurait 
S''T+TS'<:S, et a fortiori la plus courte distance de S" ä S'<(J: resullat 
impossible (Lemme I). 

Le point T sera donc n^cessairement au milieu de chacune des lignes 
A, A,. On aura ainsi TS = TS' = TS" = TS'" = ^d. II resulte de la que 
les distances de chacun des quatre sommets S^ S\ S"^ S'" a chacun des 
autres sont au plus egales ä d, D'ailleurs elles ne peuvent ötre moindres 
(Lemme I). Elles sont donc pricisement egales ä S: et les lignes STS", 
STS"' etc. sont giodMques. 

Lemme III. Si deux quelconques de ces lignes A et A^^ ayant une 
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extrtifiUli cofimune S et leurs autres extremites differenles S' et S", se ren-- 
contrent en un point T, la dinlance comprUe entre fextremite commune S et 
le point T sera la mfme sur chacune de ces lignes, et au plus egale ä ^J. 

En eiTel^ si la distance ST comptee sur la ligne yl par exemple etait 
plus grande que la möme distance comptee sur la lighe yii^ y1 ne serait pas 
une ligne geodesique, comme nous le supposons. 

I)*nulro part) si chacune de ces deux distances etait superieure a {d^ 
comme on a: 

Sr+ TS' = J, ST+ TS" = J, 
on aurait 

TS'+TS" = 2d^2ST<:d 

d'oü a fortiori la distance de S' a S"<i^: resultat impossible (Lemme I). 

Si Ton prend faspect du polyedre par rapport au sommet S et a la 
premiore ar^te de la ligne ^i, puis Taspect du polyedre par rapport au som- 
met S* et a la demiere ardte de yi, ces deux aspects seront habituellement 
diiT^renls« et s'ils sout identiques^ la ligne ^i ne sera pas habituellement sa 
propre homolo(j|ue. Ce fait etablit entre les deux extremites de la ligne A 
une difference que nous mettrons en looiiere en disahl que la ligne vi est 
issut de S et aboutit a iS*. Dans le cas particulier oü les deux aspects 
seraiont les mt^mes^ et oü ./ serait sa propre homologue, ul poorrait £tre con- 
sideree comme formee de deux lignes homologues cotncidentes« fiine issue de 
$ et aboiitissant a S^, Tautre issne de 5" et aboatissant a S. 

Soient maiateiant ^l| une ligie pareille a ^/^ ^ et .4i deux aspects 
relativi^ment auxquels ces lignes soiemt hoaiologiieS) 5, et S^i les homologues 
res|KH^Ii(^ de S et de S": nous dirous que ^i( est issue de S, et aboutit a Sg. 

Lemme IW St drmjt JifMia «i^ ./| Ar im 9erie y|^ ./|« . . . yl^^ samt 
>t>mMtofWf> rttmHrrm^emt ä dlmur «^ped» st m^ Umme» B, B^ les sommnets S, S| d^od 
CM 4mx %i»m smmt issmes smmt kommUogmes. 

Em effel^ soient S% «'S^,, S,«i* «iSi les premieres et denieres areles 
4e «I et de ./|. Si ./ et S pouvmient avoir pour homologues Ag et Sg 
Pfkl&wmtmk MX «spects By Bg^ Sm y aurait eTMewBeut pour homologue 
$i«i: les uspeds 5^ Su el $i^ S^i«. senieut donc sesUiUeS) et .i y Mrait 
pour homolofue Ag. Jluis st uous compurous eutre eux les deux aspects 
.1« .4|% «I» S^% ä^e y oul respecÜveuMut pour h o uw rfoguej .i«^ S|« SiC|: tfouc 
le$ <ieux «spects $^^ $^« et S|. $|«| sout seuikbUes^ el ^1 y. u pour Imuokifue 
Ug. U itMll« dk ku fut (es u^peds S, Su et ST^ S'« senieut s^mhldhleg et 
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que A y serait sa propre homolog^e: nous supposons que cela n'a pas Heu 
puisque nous dtstinguons le sommet d'oü yi est issne de celui oü eile aboutit. 

On dedoit immediatemeDt de cette demonstration ie corollaire suivant: 

CoroUaire. SiS a pour homologue Si relatUoement aux deux ckspects B 
eiBi^la ligne A^ ifsue de S, aura pour homologue uue ligne pareHle^ issue de Si . 

Lemroe V. Deux tignes issues d'un meme sommet ou y aboutissant 
toutes deux ne peueent se reneontrer, sauf ä leur autre extrimHe. 

La demonstration est la m^me, que les deux lignes considerees soient 
issues d'un möme sommet ou qu'elles y aboutissent: nous supposerons pour 
fixer les idees qu'elles en sont issues. 

Soient A, A^^ . . . Aj.^^ la serie des lignes pareilles a A issues de S. 
Panni les points de rencontre de ces lignes, soit T Tun de ceux dont la 
distance rf a S est minimum: designons par A, . . , A^^i Celles des lignes de 
la Serie A, . , . A^__i qui passent par ce point. 

On peut admettre que d est egal ou infMeur ä \d: car si Ton avait 
d>\d, les lignes A^ A^^ ... Aj^^^ auraient leur autre extremite commune 
(Lemmelll) et situee sur chaeune d'elles a une distance de Tinferieure a \d. 
D'ailleurs ces lignes etant issues de Sy aboutissent toutes a S\ On se trou- 
verait donc encore ramene ä prouver que plusieurs lignes issues d'un möme 
sommet, ou y aboutissant ne peuvenf se rencontrer a une distance de ce 
sommet non plus grande que \d, 

Comparons entre eux les divers aspects A, A^^ ... A^s^i relativement 
auxquels les lignes A, , . . A^^i sont respectivement homologues de A. 
Le point S d'oü ces homologues sont issues sera son propre homologue sous 
tous ces aspects. II en sera de möme du point T situe sur chaeune de ces 
homologues a la distance d du point S, 

Les lignes A, ... Aj^^i etant les seules parmi celles qui sont pareilles 
ä A qui soient issues du point Sy et qui en mdme temps passent au point T 
le Systeme de ces lignes sera evidemment son propre homologue: et si Ton 
designe par t, Tj, ... Tj^_y les tron9ons de chaeune de ces lignes compris 
entre S et T, le Systeme des lignes r, Tj, ... r^,_i sera son propre homo- 
logue relativement a tous les aspects Ay ^,, ... -4^.-.i. 

Les lignes r^ Ti, . . . t^,., ont leurs extremites communes et ne se 
rencontrent en aucun autre point: car ce point de rencontre serait plus 
rapproche de S que Ty contrairement a notre supposition. Ces lignes, en 
nombre ky diviseront donc la surface du polyedre en h* fnseaux. 

7» 
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Si nous supposons les lignes r^ t^, ... t^..i ecrites dans Tordre ou 
on les rencontre en tournant dans le sens direct autour de S, lorsque nous 
comparerons les deux aspects relativement auxquels Tune quelconque de ces 
lignes T^ est Thomologue de t, la suivante r^^i sera evidemment Thomologue 
de T, : et le fuseau F^ compris entre t^ et t^+i sera Thoinologue du fuseau 
F compris entre r et r, . Les fmeaux sont donc tous pareils entre eux, et 
conliennent chacun le meme nombre d^aretes, faces et sommets. 

Cela pose, les points T et S seraient alors chacun unique de son espece. 

Soit en effet T un autre sommet pareil a 7. Comparons ensemble 
les aspects relativement auxquels T' est homologue de T; r, t^, ... rp^^ 
auront pour homologues des lignes r', . . . Ti_i egalement de longueur rf, issues 
d'un sommet S' homologue de S^ aboutissant a T', et divisant la surface du 
polyedre en k' regions ayant la forme d'un fuseau comme les precedentes, et 
contenant chacune le möme nombre de faces, d'argtes et de sommets. 

Ce resultat est absurde. En effet les lignes x' . . . t^^i ne doivent 
rencontrer nulle part les lignes r . . . t^^^ . Car si r et t\ par exemple, se 
coupaient en un point u^ la distance de <S>' a S serait au plus egale ä 
uS+uS' = rf- Tu+d-ru = 2rf- TuT. 

Mais TuT est au moins egal ä la distance TT'^ et 2d est au plus egal a d. 
La distance de S ä S' serait donc inferieure a ä, contrairement a notre 
hypothese *). 

Toutes les lignes r' . . . Tfc_i seront donc contenues dans le m^me 
fuseau que T'. La partie du fuseau exterieure a ces lignes, et les k'—i 
autres fuseaux formeront ainsi une seule region, contenant evidemment a eile 
seule plus d'elements et d'ar^tes que toutes les autres reunies. 

Le point T serait donc seul de son espece. Des lors il n'existerait 
qu'un seul element autre que T qui füt son propre homologue relativement 
ä plusieurs aspects differents: et cet element serait unique de son espece 
(1*' Theoreme fondamental, CoroUaire). S etant son propre homologue re- 
lativement aux aspects A^ Ai^ ... Ai^_i^ sera cet element. 

Mais du moment qu'il est question des lignes menees du point <S aux 
autres sommets pareils, nous admettons implicitement qu'il existe d'autres 



*) Cette d^monstration serait en d^faut si S' se confondait avec S: mais dans 
ce cas encore t et r' ne peuvent se couper: car ce sont des tron^ons de lignes ji, A 
issues de S, lesquelles par hypothfese n'ont aucun point dintersection plus rapproch^ 
de S que ne Test T. 
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sommets pareils. Le point S> n'est donc pas unique de son espece, et partant 
le lemme est demontre. 

CoroUaire. Trois queldonques des lignes y/ . . . A^_^ ne peueent 
aeoir ancun point commun, si ce nest en leur milieu. 

En effet si les trois lignes A, yt^ , yf, avaient an point commun en de- 
hors de leur milieu, elles devraient avoir une extremite commune <S (Lemme II) 
et sur les trois , il y en aurait deux au moins issues de S ou y aboutissant, 
ce qui est impossible (Lemme Y). 

Procedons maintenant a la demonstration du theoreme, de la fa9on 
que nous avons indrquee plus haut. 

Supposons que la ligne geodesique yi ait quelques -uns de ses points 
communs avec d'autres lignes homologues yii^yl^ ... ayant toutes une extremite 
commune avec y/. Soit parmi ces points u Tun de ceux qui sont le plus 
rapproches du milieu de yi. Nous pourrons supposer que u est situe ou au 
milieu de A ou dans la premiere moitie de cette ligne: car si une ligne ^j 
coupe A au delä de son milieu, les lignes yi et yi^ ont leur autre extremite 
commune: et Ton peut choisir arbitrairement celle des deux extremites de ^ 
que Ton considere comme son origine. 

Soit donc d"^^^ la distance du point u au sommet S> d'ou est issue 
la ligne y/. Nous considererons dans la ligne yt trois tron9ons distincts l^ 
l\ fi. Le premier ly de longueur d, compris entre Torigine S el u: le second 
l*y de möme longueur, et pris a partir du bout S de la ligne: enfin le troisieme 
tron9on fi occupant la partie mediane de A^ et dont la longueur d—^d 
s'evanouira si rf = \d. 

On pourra decomposer de la m^me maniere chacune des lignes pareilles 
a Ay et notamment A^^ qui coupe A en ti. La ligne A etant issue de S, A^ 
devra y aboutir (Lemme lY): d'ailleurs la distance de ii a S comptee sur A 
ou sur A^ doit dtre la m^me d. La partie de A^ interceptee entre S ei u 
representera donc exactement le dernier tron9on l\ de cette ligne, correspon- 
dant a l\ 

Cela pose, considerons la ligne L formee par la reunion des trois 
tron9ons l\ /a, i.[: eile Joint entre eux les sommets S et S'^ et sa longueur 
est S: eile est donc geodesique. Enfin eUe se confond aeec une de ses 
homologues dans tout le tron^on i'; avec une autre dans tout le trongon k[. 
En eifet, comparons ensemble les deux aspects relativement auxquels Ai est 
Thomologue de A. Son dernier tron9on l'i sera Thomologue du dernier 
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tron9on de jI, V; la ligne L qui contient le tron^on l' aura donc pour homo- 
logue une ligne Li qui contiendra dans son entier le tron^on ili . Mais d'auire 
part comnie eile contient l[ eile sera ThoAiologue d'une autre ligne Lj qui 
contiendra /.'. 

Sauf les c&mddences que nous venons de signaler ^ la Ugne L naura 
aucun paint commun acec ceUes de ses hamologues qui ont avec eile une 
extremite commune S, En eifet, ce point commun ne peui exister sur les 
trouQons extremes, oü L est deja confondue avec une de ses bomologues: 
car on aurait trois lignes se rencontrant ailleurs qu'en lern* milieu<, ce qui ne 
peut dtre (Lemme IV, Corollalre). Ce point commun ne pourrait donc exister 
que sur le tron9on median fi, La distance de ce point ä S> devant d'ailleurs 
4tre la m^me, qu'elle soit comptee sur L ou sur la ligne Z^, egalemeut 
geodesique, qui la rencontre, ce point devrait egalement se trovver sur le 
tron^on median de Li. Or la ligne L a le m^me tron^on median et les 
m^mes extremites que yli L^^ homologue de L, aura donc mdme tron9on median 
qu'une certaine ligne A^^ ayant les mömes extremites que L,, et homologue 
a u4. Hais A et A^ ayant une extremite commune S, leurs tron^ons medians 
ne peuvent se rencontrer: car leur point d'intersection serait, contraireroent a 
notre hypothese, plus voisin que u du milieu de A. 

D resulte de lä (Lemme II) que la ligne L ne peut itre rencantree, 
et a fortiori coupäe par les lignes pareilles L^^ L^^ ... qtien son milieu 7. 

Chacune des lignes L^^Li^ . .. pareilles ä Lse eonfonära de mime avec 
une des lignes pareilles dans ehacun de ses IronQons extrimes, et ne pourra 
itre rencontree (Tailleurs que par ceUes qui nont aucune extremite commune 
acec eile, et setdement en son milieu. 

Comparons en effet les deux aspects relativement auxquels Li est 
homologue de L. Les lignes pareilles a L et colncidant avec eile dans ses 
tron9ons extremes auront pour homologues des lignes pareilles ä L et par 
suite a L| et colncidant avec Li dans ses tron9ons extremes. D'autre part, 
si Li etait rencontree en un point t?, par une autre ligne pareille L> ayant 
avec «eile une extremite commune, cette ligne L> serait Thomologue d'une 
autre ligne, pareille a L, avec qui eile aurait une extremite commune, et qui 
la rencontrerait au point v dont t?i est Thomologue. 

Le theoreme serait deja demontre si d etait un nombre inipair: car ces 
lignes L, Li etc. n'ayant pas de sommet median ne pourraient se couper nulle 
part. Mais si (^ est pair, la demonstration doit dtre completee ainsi qa^il suit: 
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Soient L, Li^ l^ ... les lignes geodesiques supposees se rencontrer en un 
point 7; ce point est le milieu de chacune d'elles (Lemme II); sj nous con« 
siderons separemenl. les deux moities de chacune d'elles, nous aurons donc 
UBe Serie de lignes de longueur id rayonnant en etoile autour du point T et 
ayant leurs extremites en des sommets pareils S^ Si, S,, . . . . D'apres ce 
que nous venons de demontrer, il n'arrivera ä chaque sommet qu'un seul 
rayon de i'etoile, ou, si le point u se confond avec T, deux rayons co- 
incidents. 

Supposons qu'un observateur se place sur la partie R de la ligne L 
comprise entre S et T, dans le voisinage de ce dernier point: pnis qu'il se 
mette a tourner autour du point T^ dans le sens direct par exemple: il ren-^ 
contrera successivement les divers rayons de Tetoile. 

Le rayon R sur lequel Tobservateur etait place a son extremite en 5: 
le suivant R^ aura son extremite en un autre sommet St. Les deux rayons 
ü et jRi 9 reunis beut a bout, forment une ligne geodesique L, de longueur d, 
joignant ensemble les deux sommets pareils S et Syi eile jouira en outre 
de la propriete cherchee, de nStre Ira/oersee par aucune de ses homologues. 

En effet, le reseau forme par les lignes L^ Li etc. est constamment 
son propre homologue pour tous les aspects semblables du polyedre (Propos. 6). 
Et nous avons vu que les lignes qui le composent ne se traversent mutnellement 
nulle part, excepte en leurs milieux^ tels que T. La ligne L fait partie de 
ce reseau: les lignes Li, L^^ •• pareilles a L en fönt donc egalement partie: 
d'ailleurs aucune des lignes du reseau ne traverse L au point T. Donc L 
ne sera traversee en aucun point par les lignes pareilles L^^ L,, .... 

De memo les lignes L, L^^ ... pareilles ä L ne se tra/terseront mu-- 
tueUement nuUe pari: Comparons en effet les deux aspects relativement aux- 
quels Li est Thomologue de L, Si Li etait traversee par une ligne pareille 
L29 L le serait par une ligne pareille L^ dont L2 serait Thomologue. 

Le theoreme est donc completement demontre. 



V. 
Etüde d'un cas particulier. 

On peut deduire aisement des theoremes qu^ precedent la Solution com- 
plete de la question proposee: eile fait Tobjet des sections suivantes: 
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Considerons un polyedre preseniant une symelrie quelconque. Soft 
E Tun des elements autour desquels la symelrie par rolation est d'ordre 
maximum et par suite, donl Tespece est ia moins nombreuse. On peut sup- 
poser provisoirement que cet element est un sommet S: car si c'elait une 
face, on pourrait ramener ce cas au precedent par la consideration du poly- 
edre polaire. 

Le cas oü Telement S est unique de son espece est completement 
resolu par le coroUaire du theoreme V: nous admettrons donc des Tabord 
qu'il existe d'autres elements pareils a celui-la. 

Soient S' un sommet convenablement choisi parmi ceux qui sont 
pareils ä S et dont la distance a S est un minimum S; A une ligne geode- 
sique tracee entre S et S' de la maniere que nous avons indiquee pour que 
les lignes pareilles ^, y/i, ^^j, . . . ne se traversent mutuellement nulle part. 
Nous avons vu (Theoreme III, Lemme IV) que deux de ces lignes issues d un 
mdme sommet ne peuvent se rencontrer avant leur extremite: mais elles 
pourraient aboutir toutes deux a un möme sommet: ce cas, qui troublerait la 
marche generale de nos demonstrations, merite d'Stre examine ä part et 
tout d'abord. 

Supposons donc que parmi les lignes pareUles ä A issues dun meme 
sommet S, il en existe plusieurs abouUssant ä un mime sommet S'. 

Soient A, A'y ... yi*"* ces lignes, ecrites dans Tordre oü on les 
rencontre en tournant en sens direct autour de 5. Ces lignes ne se coupant 
mutuellement nulle part, dieiseront la surface du polyddre en k fuseaux dislincts, 
contenant chacun le mime nombre (farites, faces et sommets, 

En effet, considerons par exemple deux fuseaux F et F^, compris, le 
Premier entre A et A', le second entre Af et ^'"+\ Comparons ensembie 
les deux aspects relativement auxquels Af^ est Thomologue de A: S, origine 
commune de ces deux lignes, est son propre homologue (Section precedente, 
Lemme IV): et A^-^^ sera Thomologue de A\ 

En effet, chacune des lignes A^ , . . A^ etc. issues de S et aboutissant 
ä S' a pour homologue une ligne pareille issue de S et aboutissant ä S'. 
Le Systeme de ces lignes est donc a Tordre pres le möme que celui de leurs 
homologues. D'ailleurs Tordre de succession autour de S doit gtre le mdme 
(Proposition 10): donc A' qui succede ä A aura pour homologue A^"^^ qui 
succede a A" etc. 

Le fuseau F reste a la droite d'un observateur qui part de S et decrit 
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le contour yiyi': F^ reste ä la droite d'un observateur qui part de S et 
decrit le contour homologue A^A^"^^: F-" est donc Thomologue de F (Pro- 
position 15). Donc F et F'' contiendront le mdme nombre de faces, arötes 
et sommets. 

Les deux sommets S et S' seront seuls de leur espäce. Soient en effet 
Si un autre sommet pareil, Ai une ligne pareille a ^ et issue de ce sommet. 
Comparons ensemble les deux aspects A, Ai relativement auxquels Si et A^ 
sont les homologues de S et A; A, A\ . . . ^*"*, pareilles a A^ issues du 
m^me point S et aboutissant au mdme point S' auront pour homologues des 
Ijgnes Ai^ A'i^ ... A\~^ pareilles a ^ et par suile a Ai issues de Si et 
aboutissant toutes ä un sommet pareil Sj. Ces lignes devraient partager la 
surface du polyedre en k regions fusiformes, contenant chacune le möme 
nombre d'arötes, faces et sommets; resultat absurde: car ces lignes ne 
pouyant traverser nulle part les precedentes A^ A', . . . ^*""* seront toutes 
contenues dans le fuseau qui contient Si; la partie de ce fuseau exterieure 
ä ces lignes, et les k—i autres fuseaux constitueront donc une seule region 
contenant evidemment a eile seule plus d'elements et d'arötes que toutes les 
autres reunies. 

Le sommet S' etant le seul qui soit de m^me espece que S, toutes 
les lignes pareilles ä A el issues de iS^ qui doivent necessairement aboutir 
a un sommet pareil a S, aboutiront a S': elles seront donc toutes contenues 
dans la suite Ay A'^ ... yi*""\ Reciproquement il devra y avoir k lignes 
Ai. . . A\'^^ pareilles k.A issues du point S* et aboutissant toutes a un sommet 
pareil ä S\ sommet qui ne peut ötre que S. Les k fuseaux F, FV . . . F*""* 
etant tous pareils, contiendront chacun une de ces lignes. 

La ligne A^ contenue dans le fuseau F le partage 
en deux regions distinctes: celle de gauche (p est limitee 
a gauche en s'eloignant de <S par la ligne A issue de S, 
et ä droite par A^ issue de 5'; celle de droite ^fß est 
limitee ä gauche par Ai issue de S\ et a droite par A' 
issue de S. Chacun des autres fuseaux F^ est partage de 
möme en region gauche (p^ et region droite v^". 

VensemUe des rigians gauehes y, (p', ... 9)*"^ est 
constamment son propre homologue pour tous les aspects 
semblables du polyädre. De mime pour t ensemble des rigions droites yj 
V^^ . . . v^"*. 
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En effet comparons ensemble deux aspects semblables quelconqaes, et 
sopposons d'abord qiie rhomologue de A relativement a ces deux aspects soit 
une ligne issue de S^ teile que A^\ La region gaucbe de F est eonstamment 
a la droile d'un observateur qui decrit le contour AA^ ä partir de S: la 
region gauche de F^ est egalement ä la droite d'un observateur decrivant le 
contour homologue ^^^C a partir du möme point <S>, qui est son propre 
bomologue ; la region gauche de F a donc pour hömologue la region gauche 
de Ff'. 

Comparons maintenant deux aspects A^ A^ relativement auxquels A 
ait pour bomologue Af^. Le point S'^ d'ou Af} est issue, sera bomologue de S. 
Les lignes A .,. A""^, Ai ... Af'^ forment un Systeme qui est son propre bo- 
mologue (Propos. 6)« Or ces lignes se succedent autour de 5 dans Tordre 
suivant: A, A^^ A\ A\^ ... Af"^ A[f etc. et leurs homologues respectives se 
succedent dans le mdme ordre autour de S' (Propos. 3). Or ces lignes se 
succedent autour de S' dans Tordre A^^ A^*^ . - - A[^ A\ A^^ A inverse du 
pr^cedejit. Donc A^ etant Thomologue de A^ A^ est Tbomologue Ab A^. 
Cela pose, un observateur partant de S et decrivant le <^ontour AAi laisse a 
sa droite la region gauche de F: son bomologue sera donc la r6gion gauche 
de F^, laquelle reste ä la droite d'un observateur decrivant le contour bomo- 
logue A^Af k partir de S'. 

Ainsi rhomologue d'une region gaucbe est toujours une autre region 
gauche: de mdme pour les regions droites. 

Comparons specialem^nt enlre eux las deux aspects relativement aux- 
quel A a pour homologue A^ . La region (p comprise entre ces deux lignes 
est, d'apres ce qui precede, sa propre bomologue sous ces deux aspects: eile 
presente donc un eliment atec symitrie 4e rotatUm bmäire, ou tme arite aeec 
symetrie de retoumememt (Theoreme l*"'). La möme Observation s'applique ä 
chacune des autres regions, gaucfaes ou droites. 

Nous avons dupposi^ implicitement que les lignes A^ A\ . . . ^*"' sont 
distinctes, dans tout öu partie de leur etendue, des lignes A^^ A'^^ ... AT\ 
Si au contraire A^ se confond avec A et par suite A^ avec A^, les regions 
(f . ..(pf" respectivement comprises entre A et ^i, entre A^ et -^f, se re- 
duiraient chacune a une simple ligne. Mais oette ligne ^tant sa propre bo- 
mologue relativement a deux aspects diff^rents, presenterait encore en son 
milieu un ^lemeM A rotalion binaire, ou une ar6te a retoumeinent (1^' theoreme 
fondamental). 
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En recapitniant ce qai preoede, nous pouvons enoncer le theoreme 
suivant: 

Theoreme. Les polyädret id consideres possädent deux sommets 
S et S\ pareils entre eux, et seuls de leur espäce. Ib presentent autour 
de chiicun de ces sommets une symetrie par rotatian dont Vordre k peut 
itre quelconque. 

Les k lignes geodesiques par etiles A^ A\ . . . -/i*^*, issues de S et 
aboutissant ä S\ et leurs homologues A^^ ^i, ... ^{""\ issues de S' et aboutissant 
ä Sy diviseiU la sur face du polyädre en 2k regions; k de ces regions sont 
situees ä la droite des lignes A, A\ . . . A^^^ hrsqu^on se meut sur ces 
lignes de S en S': ces regions sont pareiltes entre elles: les regions situSes d 
gaueke de ces lignes sont egatement pareiUes ßntre elles. Chaque rigion eontient 
un element autour duquel existe une symetrie de rotation bAnaire, ou une ar&te 
avec symetrie par retoumement. Les autres elements ou arStes seronl deux 
fois repites dans'une mime region^ seit 2k fois dans le polyädre entier. 

Ces resuUats s^Asistent lors mime que les lignes Ai^ A\^ ... A^"^ se 
confondraient respectuDcment avee celles de la sirie A, A\ . . . A!""^ auquel 
easy Vun des deux systemes de regions se reduirait ä une simple ligne. 

Si Telemeot le moins repete n'etait plug im sommet, oiais une fece, 
on aurait de nouveaux polyedras? polaires des precedents: ils eonliendraient 
evidemment coioina ceux-ci: 

V. Deux Clements extremes E et E doues d'une symetrie de rotation 
dont [ordre k peut itre qudconque. 

2"". Deux autres systämes d'elimenis ou dCarites remarquableß : chaque 
Systeme renfermant k eliments douis de iymitrie de rotation binaire, ou k 
arites douees de la symetrie de retoumement: 

Tous les autres elements et arites itatU 2k fois repetes. 

On peut doQiier a ce genre de aymetrie le kioni Aßsymitrie par rotation 
et reneersemenL 

VI 
Solution generale du probleipe. 
Supposons maintenant: l'' que Ferment le moins ripete soit un sommet 
S: 2"" quU ne soit pas unique de son espi^: 3'' quß le/s iig»ß$ pareiUes ä A 
et issues dun meme sommet Si aboutissent toutes ä des sommets diffärents, 

8» 
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C'est la le cas general qui nous reste ä traiter. Nous le diviserons 
en trois autres, en faisant successivement les hypotheses suivantes : 

l"". II n'existe aucune symetrie par rotation autour du sommet S. 

2"". II existe autour de ce sommet une symetrie par rotation binaire. 

S''. II existe autour de ce sommet une symetrie par rotation an 
moins ternaire. 

1" Cas. 

Le polyedre ne presentant aucune symetrie par rotation autour des 
sommets S^ S\ ... pareils a S^ il ne passe par chacun de ces sommets que 
deux des iignes ^, yfi etc. l'une issue de ce point^ Tautre y aboutissant ; car 
si deux de ces Iignes, yf et yii par exemple, etaient issues du m^me sommet 
Si^ en comparant les deux aspects relativement auxqnels yii est i'homologue 
de >^y le point S, origine commune de ces deux Iignes , serait son propre 
homologue. II y aurait donc symetrie par rotation autour de ce point. 

Soient yi la iigne geod^sique issue de S et aboutissant ä S': A* la 
ligne pareille issue de S^ et aboutissant a S*: A'^ la Iigne pareille issue de 
S" et aboutissant ä S'" etc. On arrivera enfin a une ligne A^"^ aboutissant 
a Tun des sommets precedents S^ S\ ... iS*"\ Ce sommet ne peut ötre 
que S: car si c'etait S^, par exemple, on aurait deux Iignes pareilles ^^"**, 
A^^^ aboutissant a S^, ce qui ne peut ötre, comme nous venons de le voir. 

Cela pose, le contour forme par les Iignes A\ A\^ ... ^/*"* sera son 
propre homologue pour k aspects du polyedre. Car si nous comparons ensemble 
deux aspects relativement auxquels A ait pour homologue une ligne quel- 
conque de la serie, A*", Textremite S' de A aura pour homologue Textremite 
S^+* de Af^; A issue de S aura pour homologue une ligne pareille issue 
de S^"^^, et qui ne peut 6tre que A**"^^ etc. 

II existera donc (Theoreme P') dans chacune des deux regions cir- 
conscrites par ce contour un Clement autour duquel aura lieu une rotation 
d'ordre k\ si ft = 2 ces elements pourront dtre remplaces par des aretes, 
offrant la symetrie de retournement. 

S'il existait un element presentant une symetrie par rotation, cet element 
serait, contrairement a notre supposition, moins repöte que Telement S> autour 
duquel aucune rotation n'est possible. 

// existera donc nicessairement des arites offrant la symetrie de re- 
toumement. 
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Soit ab Fune de ces ar^tes: deux cas pourront se presenter: 

l"". L'aröte ab est seule de son espece. 

2''. II existe d'autres arötes a'b' etc. de m^me espece que ab. 

V^ Sous-Cas. Si Faräte ab est seule de son espdce^ il y aura 
necessairement une autre arite au moins autour de laqueUe existera la symetrie 
par retournement. 

Supposons en effet qu'il n'en existe aucune, et comparons entre eux 
les deux aspects semblables du polyedre pris par rapport ä a, ab et par 
rapport a b^ ba. L'ardte initiale ab serait sa propre homologue : aucun element 
ne serait son propre homologue: car il presenterait une symetrie par rotation: 
aucune autre aröte ne serait sa propre homologue: car eile presenterait la 
symetrie par retournement. Si donc on groupait chaque ar£te et chaque element 
avec son homologue, on voit que le nombre des ar^tes serait impair et celui 
des elements pair: resultat en contradiction evidente ayec la formule Ü" Euler: 

F+S = A+2. 

II existe donc au moins une aröte cd qui sera sa propre homologue 
relativement aux deux aspects a, ab et b^ ba. Soient c celle de ses deux ex- 
tremites la moins eloignöe de a, A une ligne geodesique issue de a et abou- 
tissant k c\ A* Thomologue de cette ligne issue du point b homologue de a 
et aboutissant ä d homologue de c. Les deux lignes A^ A* rCoxA aucun point 
commun: car si elles en avaient un t^ il serait ä egale distance de a et de 
b^ auquel cas il serait son propre homologue, ce qui ne peut dtre, ou a des 
distances inegales : s'il etait, par exemple, plus proche de a que de b, on aurait 
at+td<Zbt+td<Zbd<Cctc, et a fortiori la distance de a ä d<ZaCy ce qui 
est contraire a notre supposition. 

Cela pose, les deux lignes A et A'^ jointes a a& et a cd, forment un 
contour forme acdb qui decoupe la surface du polyedre en deux regions R 
et R'y dont la premiere est situee a droite de ^ et a gauche de A', la seconde 
a gauche de A et i droite de A-, lorsqu'on suit ces deux lignes en s'eloignant 
de leurs origines respectiyes a et 6. Apres le retournement A etant Thomo- 
logue de A^ et reciproquement, les deux regions sont reciproquement homo- 
logues. Donc taut eläment et toute arite de Fune des rigions a dans Fautre 
son homologue dont U sera essenlieUement distinct. Les deux arites ab, cd 
sont donc les seules qui soient leurs propres homologues. 

2^""" Sous-Cas. Supposons qu'il existe d'autres ariles a'b\ etc. de 
mime espäce que ab. 
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raient leur extremite sur une mdme aröte, et il y en aorait au moins deux 
issues de cette ardte, ou y aboutissant. 

Ces preliminaires poses, supposons que A rencontre les li^es pareilles 
en certains poiots: soit u celui de ces points qui sera le plus rapproche du 
milieu de A: nous pouvoos le supposer dans la premiere maitie Ae A: car 
OD pent choisir arbitrairement celle des deux extremites de cette ligne que 
ron prend pour origine. Soit donc d<Z\S la distance de u au sommet a. 
Nous considererons dans la ligne A trois tron9ons distincts: le premier l de 
longueur d compris entre a et u: le dernier l' de longueur egale au 
premier^ et pris a partir de Tautre extremite a': enfin un troD9on median ,a. 
Nous pourrons decomposer de memo chacune des lignes pareilles a Aj et 
notamment la ligne A^ qui la rencontre en u. Cette ligne doit aboutir ä 
Farßte ab (2*" et 4'')^ d'ailleurs la distance de ii ä ab^ comptee sur A ou sur 
^/i, doit 6lre la möme d (d""). La partie de A^ interceptee entre u et ab 
representera donc exactement le dernier tron9on i!i de cette ligne. 

Considerons maintenant la ligne geodesique L formte par la reunion 
des trois tron9ons Ü, fjL\ l\. Si Ton compare entre eux les aspects dupoly- 
edre relalivement auxquels A^ Ay etc. sont successivement homologues de A^ 
le Systeme des lignes A^ A^ etc. sera constamment son propre homologue. La 
ligne L etant exclusivement formee de tron9ons empruntes a ce Systeme, il 
en sera donc de m6me de ses homologues. Une de ces homologues h^ se 
confondra avec L dans tput le tron9on U: une autre L^ dans tont le tron9on 
Aj. En effet, si nous comparons ensemble les deux aspects relativement 
auxquels Ay est homologue de A^ le dernier tron9on il de A^ sera Thomologue 
du dernier tron9on A' de A, La ligne L qui contient le tron9on V aura donc 
pour homologue une ligne L^ qui contiendra dans son entier le tron9on ^i . 
D'autre part, comme eile contient A^ , eile sera Thomologue d'une ligne Ly qui 
contiendra l!. 

Sauf ces co!ncidences^ la ligne L n^aura aucun point commun avec ses 
homologues £i, £2 etc. En effet son tron9on median est le mdme que celui 
de A^ qui n'^tait rencontre, ainsi que nous Tavons suppos^, par aucune des 
lignes du Systeme A^ Ay etc. , Systeme qui contient toutes les lignes L^ Li etc. 
D'autre part, dans les autres tron9ons, eile est deja eonfondue avec une de 
ses homologues, et si eile en rencontrait une autre, on aurait trois lignes se 
rencontrant en un mdme point, ce qui est impossible (G""). 

En comparänt successiTement ensemble les aspects relativement aux- 
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qaels L a pour bomolog^es L, L^^ l^^ ... on voit que toutes ces lignes se 
confondent deux a deux dans lenrs tron90iis extremes, et se separent entiere- 
ment dans leur tron^on median. 

Ce premier point acquis^ soient L nne des lignes precedentes: a soh 
origine, a' le sommet pareil a a aaquel eile aboutit Seit V la ligne pareiUe 
a Ly issue de a' et aboutissant en un autre sommet a'*: seit de möme L' la 

ligne pareille a L issue de a*': eile aboutira a un sommet a"' etc La 

snite des sommels pareils a a etant limitee, on arrivera enfin a one ligne 
V'^ aboutissant ä Tun des sommets precedents. Le premier sommet sur lequel 
on retombera sera a: car si la ligne V'^ aboutissait ä un autre sommet a^, 
on aurait deux lignes pareilles Z/~* et Z*"* aboutissant a ce point, qui pre- 
senterait par suite une symetrie de rotation, contrairement a nos hypotheses. 

Les lignes L, L\ ... L*""^ forment un contour forme, qui est son 
propre homologue relativement a k aspects: il existera donc dans chacune 
des deux regions limitees par ce contour, un element doue de symetrie de 
rotation d'ordre ky ou si A; = 2, une aröte avec retoumement (Theoreme 1"^'). 

Le cas d'une symetrie par rotation etant exclu de nos hypotheses^ 
nous aurons forcement Ar = 2. 

Donc ri la ligne L issue de a, aboutit ä cl, reciproquement son homo- 
logue V issue de a\ aboutira au point de depart a. 

Cela pose seit a'b' Ysv&ie pareille a ab dont le sommet a' fait partie: 
le sommet 6' etant pareil a a^ on pourra determiner a partir de ce point 
deux lignes Li , Li formant un Systeme pareil au Systeme L, L': et de möme 
que L et V ont leurs extremites en un sommet a' sitae sur une ardte pareille 
a aby Li, Li auront leurs extremites en un point b" situe sur une aröte 6'V 
egalement pareille a ab. 

A partir du sommet restant a'* pareil aux precedents, on pourra de- 
terminer deux lignes Lj et L^ formant un Systeme pareil au Systeme L, V et 
se terminant en un point d'' d'une aröte pareille aux precedentes. On con- 
tinuera ainsi jusqu'ä ce que Ton arrive a un Systeme de deux lignes Lj^^i, 
Lit-i dont Textremite, au lieu de se trouver sur une aröte nouvelle, vienne 
tomber sur Tune des ardtes qui nous ont deja servi. Cette extremste tombera 
necessairement en b: car supposons qu'elle tombe en un autre sommet, tel que a. 
On aurait deux lignes pareilles L et Li^_.i toutes deux issues de ce point, qui 
presenterait par suite une symetrie de rotation, contrairement ä nos hypotheses. 

Considerons plus particulierement le Systeme forme par Taröte ab^ la 
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ligne L, l'ardte a'b', la ligne Li issae de b', Taröte b'W, la ligne L, issue de 
a'' etc., enfin la ligne L«.!, aboutissant en 6. Ce Systeme forme un contour 
ferme qui reste son propre boroologue sous k aspects distincts. Car si Ton 
compare entre enx les aspects relativeroent aaxquels L^, par exemple, est 
Thomologue de L, Tarnte a laquelle aboutit L^ sera I'bomologue de a'b' a 
laquelle aboutit L, L^^i issne de Tautre bont de cette demiere ardte sera 
Thomologoe de Li issue de 6' etc. 

Od pourra donc appliquer encore ici le 
theoreme V et comme il n'existe, par bypothese, 
aacune symetrie par rotalion, on aura necessaire- 
ment k = 2. 

Ainsi les deux lignes L^ , Li partant du point 
V arriveront en b: de teile sorte que les deux ariles 
pareilles ab, a'b' se trouveront reunies par quatre 
lignes L, L', Li, Li. Ces quatre lignes ne se traversent mutuellement nulle 
part. D'ailleurs, si nous supposons, ce qui est permis, que Tordre de succession 
des lignes ab, L, L' autour de a soit ab, L, V, Tordre de succession de 
leurs homologues autour de b' sera b'a', Li, L^: les six lignes ab, a'b', L, 
V, Li, Li diviseront donc la surface du polyedre en quatre r^gions. 

l''. Une calotte polyedrique R comprise entre les arötes ab, a'b' et 
les lignes L et Li. 

2"". Une autre calotte R' comprise entre ab, a'b', L' et Lt. 

3°. Un fuseau F compris entre L et L'. 

4"". Un autre fuseau F' compris entre Li et Li. 

(Les deux lignes L et L' pourraient se confondre dans une partie de 
leur etendue, ou möme en totalite : il en serait de m^me de leurs bomologues 
Li et Li. Dans ce cas les deux fuseaux se reduiraient a de simples lignes. 
Hais les calottes R et R' ne peuvent disparaltre: car les deux lignes L et L', 
par exemple, ayaut leurs extremites differentes, ne peuvent se confondre dans 
leurs trouQons extrömes: elles ne peuvent donc se rencontrer en aucun point.) 

Si maintenant nous comparons entre eux les deux aspects relativement 
auxquels b est homologue de a et reciproquement, L issue de a aura pour 
bomologue Li issue de 6. De möme L', a', b', L[ , Li auront respectivement 
pour homologues Li, b', a', L, L': R et R' seront donc reciproquement bo- 
mologues, ainsi que F et F'. 

Chacune des deux regions R et R' contiendra donc le mdme nombre 
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de faees fae m eat^ßgmit: ie s^ae pov les iemx tmsemax F et F'. 
Ckamtme de ce$ qmaire regiam eümhemi dorne iomt am fhm Im moUie dn faea 
dm pohfedre. 

n nexuU amcmme mrtU momctOe fmreUle mmb. Ym efet, s'a eii existail 
one aß eoBsideroas les iemx aspeds refaüTeaeBl nxfsds aß e^ hoinolo^e 
de ab: JV anral pov hosolegve oie wii^ aß qui serait reliee « a/¥ par 
qnatre lignes A, A^ A^n jf^ respecÜTesenl hoaoiogeea de L, L\ L^^ V^. 

L*8rete a'^? ae pevt se amfoadre aree aBcuie des denx [Hreced^iles 
ab, dV. Eb effet, sapposcms qoe niß se confoode avec ab, et qne, par 
exeoiple, a' se eonfoDde avee «: oa aorait denx ligiies pareilles, L et yf 
issoes de ce point et aboalissaat Taiie a a, Taatre a a. U y aorait donc 
symetrie par rotalioo aatOBr de ce pourt. 

Les ligoes A, jf, A^^ A^ ayaat leors extremites sor des erstes 
antres que ceUes oq soot les extremites de L, V, L,. JLi^ et ne pooTant 
couper nulle part ces demieres Ugnes, seraient contenoes en entier dans celle 
des regioDS R, R', F, F' qin contient Taröte aß. Soit pour fixer les idees 
R cette regioQ. D^aotre part A, yf, Ai^ A^ devraieel partager le polyedre 
en quatre noovelles regions, pareilles anx precedentes, et par snite oontenant 
chacone au maximum la moitie des faces du polyedre; r^sultat absurde: car 
les trois autres regions B!, F, F' jointes a la portiou de R exterieure aux 
lignes A, A, A^^ A^ ne forment en tout qu^une de ces nouvelles regions, 
laquelle fenferme evidemraent plus de la moilie du polyedre. 

Le« ait^tet p<jtreiUe$ ob, a'V elant aiffsi am namhre de demx, et ehaeune 
d edles dauie de la symetrie de retournemetU , le polyidre sera pareil ä bri- 
mime moum qnatre aspects diffirents. 

Toule symetrie par rotation etant exclue. la region R qui est sa 
propre homologue par rapport a deux aspects du polyedre contiendra nö- 
cossairement une aröto douee de la symetrie de retournement: la region 
pareille A' contiendra une aröte pareille: ä chaque autre aröte et a chaque 
^liment de R correspondra une autre ardte ou un autre element pareil dans 
la möme rdgion, et deux autres pareils dans la region K. 

Les ri^gions pareilles F et F' dont ofaacnne est sa propre homologue 
par rapport a deux aspects du polyddre, oflfriront de mdme un Systeme de 
deux ar^tes pareilles avec symölrie de retournement , les autres arötes et 
loi öliments ^lant deux fois röpetes dans chaque region, soit quatre fois 
an tout 
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II resnlte de cette discassion que les polyedras consideree dans oe 
parag^phe se r^daisent ä deax types distincts. 

1*' type. Polyidres Memblabtes ä eux-mimes sous deux aspeols 
diffirents, lls ont ä chaque extr^mite une arite unique de son eapäce, avec 
sffmitrie par retourtiement. Les autres arite$ et le$ ölenwnts $out dwm foh 
Tapeten, Deux lignes geodesiques pareUles A et A' y joignant ensembte les 
arite$ ttniquesy ies partagent en deux moities pareiUes. 

2^**^ type. Polyädres seinblables ä eux-^menies sotts qualre aspects 
differenls Trois systämes differents ^ denx ariles pareiUes entre eites aoee 
symitrit de retoumement. Les autres ar&tes^ et les iUments s$nt qaatre fois 
ripi^tes. Quatre lignes giodisiques pareiUes L, L'y Li^ L[ joignant ensembfe les 
extrenUtis des deux etrßtes dun mime systdme partagent le polyädre en quatre 
regions pareiUes deux ä deux, et dont chacune contient Tune des arUes ä 
retoumement. 

Le premier de ces denx genres de symetrie ponrrait s'appeler symitrie 
par retoumement: le secood symetrie par retoumement et rentersement. 

II^'"' Gas. 

Supposotts n$aintenant que les sommets les moins räpites prisßntent une 
symitrie par rolation binaire. 

Soll A une ligne geodesique menee d'un sommet 5 ä Tun des sommets 
pareils les plas voisins S et choisie de maniere a ne pas traverser ses 
homologncs. Deux lignes pareiUes a A sont issnes du point <S'; et Ton doli 
sopposer qu9 l'une au moins de ces deux lignes n'aboutit pas en S, Thypothese 
contraire ayant deja ele discutee (Sectiou V). Supposons que Tobservataar 
se place sur A dans le voisinage de S' et *tourne autour de ce dernier point, 
dans le sens direct, par exemple. Soit A^ la premiere ligne pareille a A 
et n^aboutissant pas a jS qu'il rencontre sur son passage: soit S" Textremitö 
de cette ligne. Sott de möroe A' celle des lignes pareiUes a A, i^ues de 
S'y et n^aboutissant pas a S\ qu*on rencontre la premiere en tonrnant aut4)nr 
de S' dans le sena diroct el a partir de A!^ A*' aboutira a un sommet tel que 
S'" autour dnquel on repetera la m£me manoeuvre. On continuera ainsi 
jusqu'a ce qu'on arrive a une ligne A^^ aboutissant a Tun des sommets S, 
S, S*' precedemuicnt determin^. 

Ce sommet ne pourra dtre que S. Supposons en effet que ce soit S^ 
et comparons les aspects relativement auxquela A^ est Thomologue de A; 8" 

9* 
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origine de ^^ sera Thomologue de S, orig^ne de A. De mönie S"^^, 
oü aboutit A^ sera Thomologue de S'. yf aura pour bomologue ^^'^\ En 
effet ^ etant issue de S* el n'aboutissant pas en S, doit^ avoir pour 
homologne une ligne pareille issue de S'"^^ et n'aboutissant pas en S^. S^il 
n'existe qu'une seule ligne jouissant de ces proprietes ce sera ^^~^\ S'il en 
existe deux ^^+* et x', elles seront respectivement les bomologues de A'^ 
et d'une autre ligne pareille x issue de S' et n'aboutissant pas en S. Or par 
construction, un observateur toumant dans le sens direct autour de S' a partir 
de udl rencontre yi' avant x. Donc un observateur toumant dans le sens 
direct autour de S^^* a partir de ^^ rencontrera rhomologue de^' avant 
Celle de x: (Propos. 3) mais par construction, il rencontre ^^^* avant x': 
donc ^^+* est rhomologue de ji*. 5^+' oü aboutit yl'"'^^ sera rhomologue de 
S", oü aboutit yf' etc. S^^ S^'^\ . . etc. seront donc respectivement les bomo- 
logues de S, S' etc. S* = S^ sera donc Thomologue de S*"^. Mais il est 
rhomologue de S, comm^ nous venons de le voir; S^^ se confondra donc 
avec Sy el par suite S^ ne serait plus le premier sommet de la suite S, 
S'y ... S'' qui se confondra avec Tun des precedents. 

Le contour forme par les lignes successives A, A . . . ^*""* etant 
son propre bomologue relativement a k aispects^ nous pourrons appliquer le 
tbeoreme ^^ D'ailleurs, par construction yt n'aboutit pas en 5: ft est donc 
au moins egal a 3: il y a donc un element presentant une symetrie de ro- 
tation au moins ternaire, contrairement a notre supposition. 

Vhypothdse qui nous a serei de poM de dipart est donc ä refeter 
entiirement, comme $e contredisant eUe-m£me. 

IH'*"* Gas. 

Suppo8on$ enfin que le sommet S presente une symetrie de rotatiom 
dont Vordre m soit au moins ägcU ä 3. 

Soient S' un sommet pareil a S^ situe a la distance minimum J de S: 
A une ligne geodesique menee de 5 a 5' dans les condilions indiquees au 
theoreme IL 

Lemme. A chaque sommet pareil ä S se rencontrent 2m lignes 
par eitles ä A^ dont m sont issues de ce point, et m y aboutissenl. Un ob- 
servateur place prds de ce point, et toumant autour dans un sens delermine, 
le sens direct par exemple^ devra traverser aUemativement une des lignes qui 
en sont issues et une des lignes qui y aboutissent. 
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En effet, soient Si uo de ces sommets, ^i , ^2 , • • • ^« les lignes qui 
en sollt issues^ ecrites dans leur ordre de succession: A^ une des lignes qui 
aboutissent a 5i, et que noos supposerons comprise, par exemple, entre ^^ et 
^2- U existe une ligne pareille A^ comprise entre deax lignes quelconques 
consecutives de la serie precedente A^ et ^^+1. 

Coniparons en effet les denx aspects relatiTement auxquels A^ est 
rbomologue de yi^ . S^ origine de ces denx lignes est son propre homologue. 
Le Systeme des lignes qui en sont issues est son propre boraologue, et comme 
ces lignes doivent se succeder dans le möme ordre que leurs homologucs 
(Propos. 10) ^2 aura pour homologue ^^+1. L'homologue de ^i, A^ aboutit 
en Si^ et comme les trois lignes ^^^ ^1^ ^2 se succedent dans Tördre ou 
ellessont ecrites, leurs bomologues se succederont dans l'ordre A^^ A'^^ ^^+i- 
C. 0. F. D. 

Remarque. U pourrait arriver que A\ se confondlt avec A^: dans 
ee cas limite, A^ se confondrait evidemment avec A^, 

Cela pose, tra^ons sur la surface du polyedre toutes les lignes pareilles 
a ^ qui sont issues de <S ou y aboutissent: puis toutes les lignes pareilles a 
A qui ont une extremite commune avec les precedentes: puis les lignes qui 
ont une extremite commune avec ces dernieres etc. Nous aurons trace ainsi 
sur le polyedre un reseau dont tous les sommets seront pareils a S. 

Les lignes de ce reseau ne se traversant mutuellement nulle part, di- 
yiseront la surface du polyedre, en un certain nombre de regions distinctes 
qui n'empieteront pas les unes sur les autres. On verra que cee rigions sont 
de deux espäces seulement. 

Soient en efFet A une quelconque des lignes du reseau, JS le sommet 
d'oü eile est issne, JS' celui on eile aboutit. Supposons qu'un observateur 
place sur yl dans le voisinage de JS' se motte ä tourner dans le sens direct 
autour de ce point: seit A' la premiere ligne pareille a A qu'il rencontre: 
eile sera issue de ^' et aboutira en un sommet tel que 2". Si Tobservateur 
se place maintenant en A'^ pres de ^'\ et tourne autour de ce dernier point, 
toujours dans le sens direct, jnsqu'ä ce qu'il rencontre une nouvelle ligne A', 
cette ligne sera issue de ce point, et aboutira a un nouveau sommet JS''\ 
On continuera ainsi jusqu'a ce qu'on arrive a un sommet ^* colncidant avec 
Tun des precedents. Le premier sommet sur lequel on retombera sera pre- 
cisiment JS. Car supposons que Ton ait ^^ = ^^ : comparons entre eux les 
deux aspects relativement auxquels Af* est homologue de A. Le point JS^ 
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d'oü eile est issue est bomologue de ^. Le point ^f^^ oü eile abontit, 
hoiDologiie de JB'. Les lignea pareilles a yl et ayant leur extremife en £' 
ont pour bomologues lea lignea pareilles ayant leur extremite en ^^~^^^ et 
Celle de ces lignes, yt*,, qiii euccöde a yi autour de JS'y anra peur hoinologue 
yt^'^\ qui succede a yl^' aqtour de JS"'^^ (Propos. 3). Le point 2" on abontit 
ji', aura donc pour homologue JS^^+^ ou aboatit ^^'*~^. Continuant ainsi^ on 
voit que ^*~^ aura pour homologue ^*. D'ailteurs -S a pour boniologue S^. 
Si donc 2^ et J£^ se confondent, JS et JS"^^^ se seronl auparavant confondus. 

La ligne yi bordera ainsi sur la gauche une region fermee R circon- 
scrile par les k lignes yi, yi\ . . . u</*~*. 

Bi ton 86 phce sur farite A^^ aupräs du point ^, et quon towme autour 
de ce point dans le sens direct, la ligne A sera la premtre quon reneontrera. 

En effet coniparons ensemble les deux aspects relativenient auxquels 
A' est Tbomologue de A: S\ A\..A^^^ -2**""* auront respectiyenient pour 
bomologues S'^y -//", . . • A^"^, 2. «Enfin -^/*" * aura pour boniologue une ligne 
issue de 2 boniologue de 2^^ et aboutissant a 2' bomologue de 2. Si cetle 
ligne no se confondait pas avec A, on aurait ainsi deux lignes pareilles issues 
de S et aboutissant a un möme sommet^'^ bypotbese diji discutöe (§. V). 

Remarque. Le contour A, yf, ... A^^ 6tant ainsi son propre 
bomologue pour les k aspects relativement auxquels A^ A\ . . . yt^^ sont 
respectivement bomologues a A^ il en sera de mdroe de la region R situee a 
ganche de ce contour. Gelte remarque nous servira plus tard. 

Aucun sommei pareil ä S ne aera cofUenu dam la rigion R. En 
effet, il ne peut 6lre situ6 sur le contour A, A', . . . /f**"*, car il se trouverait 
a ujie distanoe moindre que d de quelques- uns des sommets JS^ 2\ . . . JS'^\ 
Suppoflons dodic qu'il seit en o dans rinterieur de la region : seit l une ligne 
pareille a A issue de ce point: comparons entre enx lea espeots relativement 
auxquels l est Tbomologne de A. Le contour A^ A\ . . . A^^ aurait pour 
homologue un contour pareil %^ V^ . . . A^"^ bordant une rigion r^ pareille 
a Ry et coutenant par suite le möme nombre de faces que A. Mais d'autre 
part le contour A^ Üy ... X^' est entierement contenu dans Tinterleur de la 
region jR. En eSet, le point o etant aitue ddns rinterieur 
\ß[ de /{^ la ligne l qui en est issue, et qui ne peut pas 

^^^^•A^»' Ira verser les lignes pareilles A, . . . A"^^ y sern cobtenue 

/k necessairement. D^ailleurs eile ne peut aboutir h auoun 

des points du contour autres que 2^ 2', . . . JE^^; car 
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scm extrÄiuUä serait un so m tuet pareil a S, JS', . . . JS^* et s\\xl6 a nne 
distance inoindre quc d de quetques-uns de ces sommets. Elle ne peiit non 
plos aboullr a aucun des sommets ^, ^^ ...JS^^; car si eile aboulissait a 
2^, par exemple, eile serait rencontree avant A^ par an observateur toaniaiit 
autour de ^ a partir de A (voir )a figure ci-jointe) oe qul ne peut 6tre. 
Soü exlrexnite a' sera donc dans Tinterieur de la region. On demontrera de 
möme »ucoessivemeut qae les lignes ^', . . . X^"^ ^ont enliörement cootenaes 
dans la region R, et leurs ^xtrömites a'\ . . . (f^\ siiuees dan« Tinterieur 
de cette region et non sur le contour. La region r ne forme dooc qu'une 
partie de R: il est donc impossible qu'elle contienne le möme nombre de faces. 

11 tiexiste pas ä finlärieur de la region R de Ugnea pareittes A A qm 
pmssenl subdiriser cette region en plusieurs rSgions partielles, 

£n effet, seit Ai nne de ces lignes: eile devrait etre eniierement 
Interieure au contour A, A\ . . . A^^ qui ne peut ötre . traversc par aucune 
ligne pareiile ä A. Mous venons dfe voir d'ailleurs qu*elle ne peut aboutir 
a aucun des sommets 2^ 2!y ... S^^^ et qu'il n'existe pas dans R d'autrea 
sommets pareils a ceux-la oü eile puisse aboutir. 

Supposons maintenant que Tobseryateur place sur A pres du pöint JS' 
se motte a tourner autour de oe point, non plus dans le sens direct, mais 
dans le sens retrograde jusqu'a ce qu'il renconlre une ligne A' pareiüe a A 
et necessairement issue de JT (Lemme precedent): qu'il se transpofte alors 
vers Textremite a" de cette ligne, autour de laqueile il tournera encore dane 
le sens retrograde etc. £n continuant cette s6rie d'operations on obtiendra 
une suite de lignes l\ l" . . . distinctes les unes des autres, jusqu'a Vune d'ellea 
i**""* qui abouösse a Tun des sommets -2*, -2^, a", . . . deja rencontr^s. 

En appliquant des roisonuoments de tout point analogues la ceox de 
tbut ä Theure, on vorra successivement : 

1**. Que la ligne X*'"* alßoutira niee^airement ä JS. 

2"". Que la ligne A bordera ainri sur ga droite une rSgion fem^e r 
Umitee par les k' lignes A^ X\ . • . A*'"* et qm sera sa propre homologue 
reloHvement ä k' aspects. 

3"^. Que cette rigion ne contiendra aucun autre sommet pareil a J8, 
et par suite, qu'il nexiste pas dans son interieur de lignes pareilles ä A, qui 
puissent la subdiviser en rigions plus petites. 

Seit maintenant Ai une ligne queloonque du reseau. Comparons en- 
semble les deux aspects Tolalivement auxquels A^ est Thomologue de A: Sy 
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extremite de ^^ aura pour homologue 2[^ extremife de ^j : ^, qai est I« 
premiere ligne pareille a ui qu'on rencontre en tournant dans le sens direct 
autour ie ^ ä partir de yt, aura pour homologe une ligpne ^i, qui sera la 
premiere ligne pareille a yl qu^on rencontre en tournant dans le sens direct 
autour de ^i ä partir de yfi etc. De m^rne ^' aura pour homologue une- 
ligne ^'i jouissant des mömes proprietes. Enfin yl""^, qui aboutit ä 2^ aura 
pour homologue une ligne yi'T^ aboutissant ä 2i. La region R aura ainst 
pour bomologue une region pareille ßi, situee a la gauche de jig.. De- 
mönie la region ri, situee a la droite de ^i, sera rhomologue de la region r. 
Quelle que seit la ligne yii que Ton considere, on n'obtiendra donc jamais 
que deux types de regions: les unes pareilles a Ry les antares pareilles a r. 

Le nombre des regions aboutissant a chaque sommet 2 du röseau est 
eyidemnient egal a 2m ^ nombre total des lignes pareilles a ^ qui en sont 
issues, ou qui y aboutissent. 

Enfin le polyädre ne possäde, en dehars des sommets du reseau, aueun 
autre sommet pareil ä 2. En effet s'il exislait un semblable sommet, il serait 
situe, ou dans une des regions pareilles a R^ ou dans une des regions pareilles 
a r. Dans tous les cas il existerait, seit dans Ry seit dans r, un sommet de 
mdme espece, ce que nous avons demontre impossible. 

Nous remarquerons encore que parmi les deux nombres ky h', qui 
expriment combien de lignes pareilles a yi bordent respectivement R et r, 
Vun au moins est superieur ä deux, 

Supposons en effet ft = ft' = 2: la condition ft = 2 exprime que la 
ligne ^' issue de 2' aboutit en 2. De möme^ si Ar' = 2, l\ issue de JS\ 
aboutira en 2, D'ailleurs les lignes A' et l* sont essentiellement distinctes, 
puisque nous admettons quMl y a au moins trois lignes pareilles a A issnes 
de 2:\ et que A* est la premiere qu'on rencontre en tournant dans le sens 
direct autour de JS' a partir de Ay tandis que X* est la premiere qu^on ren- 
contre en tournant dans le sens retrograde. On aurait donc deux lignes 
pareilles issues d'un mdme sommet et aboutissant a un möme sommet, cas 
deja examine (§. V) et que nous pouvons rejeter ici. 

Ces preliminaires poses, nous distinguerons deux sous-cas. 

l''. Chacune des regions Ry r est bordee par trois lignes au moins: 
sott &^2, ft'>2. 

2"". Vune de ces regionsy r par exempley est bordee par deux lignes 
seulement: soit & > 2, 4' = 2. 
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1*^'. Sous-Cas. Imaginons que chacune des ligiies j1 , A\ l' etc. 
soit consideree comme formanl an tont ri^de, une sorte d'ardte polygonale: 
et qne chacnne des regions comprises entre elles soit egalement consideree 
comme nn tont indivisible, une face plus ou moins ondulee. Nous pouvons 
envisager au lieu du polyedre primitif, le polyedre plus simple dont y/, --/'... 
i' . . . seraicnt les arötcs, el W, Ä' . . Tr . . . les faces, 

Par chaque sommet de ce polyedre passent m faces de k cötes et m 
faces de V cötes, les deux nombres h et K etant indetermines : nous allons 
cherclier a resoudre ce probleme plus general: 

Trouver iotfs les polyidres tels qua chacun de leurs sommeis passent 
le mime nombre de faces trioHgutaires , le mime nambre de faces quadran-- 
gtUaireSj etc. le mime nombre de faces de n cötes, etc. 

Soit S le nombre des sommets du polyedre cherche. el soienl re- 
spectivement T, Q, P, H . . , (n) le nombre des faces triangulaires, quadran- 
gnlaires. pentagoncs, hexagones, . . . n-gones qui passent par chacun d'eux. 

Le nombre des arötes qui passent par chaque sommet est egal au 
nombre des faces qu^elles scparent: soil a T+Q + P-^-H+*'' Chacune d'elles 
passe par deux sommets: leur nombre total sera donc S —^^^^-^ "^ — T/'l. 

Le nombre F des faces est facile a evaluer: chaque triangle passanl 

T 
par Irois sommeis, on aura jS-ö- faces triangulaires : etc. Le nombre total des 

!T O P I 

On aura alors en vertu du tbeoreme A'^Euler: 



d'ou 



s+s||+Ä+...+^j =sI±2+r+«+2, 



equation a laquelle on doil joindre la condition de rigueür 

(2.) 2'+(? + p+...4-(«) + ...>2 

exprimant qu'il passe au moins Irois faces a chaque sommet. 

Le Probleme se Irouve ainsi ramene a delerminer les systemes de 
valeurs de T, Q, P, (n) etc. satisfaisanl a la condition (2.) qui donnent pour 
S une valeur entiere et positive. La Solution complete serait trcs- facile a 
obtenir, mais eile est etrangere a notre sujel, et nous ne nous y arreterons 
pas, en nous bornant a ce qui nous est necessaire ici. 
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Dans le cas actael le iiombre des faces qui passent ä chaque sommet 
est egal a 2m, soiL, comine m^2^ i six nn moins Dans Thypothese la plus 
favorable, ou il n'y aurait que six faces, toutes triangulaires , requalion (1.) 
donnerait pour S une valeur infinie: dans tous les autres cas une valeur 
negative. 

Le cas que nous di$cutons en ce moment ne correspand danc ä aucun 
polyädre proprement dit, mais ieulement ä des snr faces polyedriqves indißnies 
composees d'une infinite de facettes. Nous remetirons a une autre occasion 
l'expose des proprietes de ces surfaces, qui ne presente aucune difficulte, en 
partanl des principes que nous venons d'exposer dans ce memoire. 

2^"* So US -Cas. Imaginons chacune des regions r avec les deux 
lignes qui la bordent comme formant un tout rigide, une sorte de grosse 
aröte: imaginons de möme que chacune des regions R forme un tout indivi- 
sible, une face plus ou moins ondulee: nous pourrons envisager a la place 
du polyedre primitif P le polyedre plus simple n dont les r seraient les 
arötes, et les R les faces. 

Ce solide presente cette particularite qu'd chacun de ses sommets 
passent le mime noml^re de faces qui toutes sont de mime nature. 

Nou« aurons comme tout a Theure Tequation 

6 8 10 12 2n ^'*^' *( "" ^ 
avec 

De plus, tous les nombres T, Q, P etc., a Texception d'un seul, doivent 
dtre nuls. 

Supposons d'abord ^ = P = (n) . . . = 0, T > 0, 

II viendra S = e — r ' ®* *^^ valeurs admissibles seront: 

l^ T=3, d'oü S- 4, F== 4, 
2^ T=4, d'oü S= 6, F= 8, 
3^ 7 = 5, d'oü S = 12, F=20. 

Au dela de 7=5, <S devient infini, puis negatif. 
Soit mainlenant P>0, r= P = («)... =0. 

iß 

U viendra S= ^_ ..^ et Ton n'a qa'une Solution: 
4». ß = 3, d'oä S = 8, F=6. 



s\i- 
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Soit maintenant P>0, T=p = »...=0. 

20 
II viendra S = . ^^ et Ton n*a qu'une Solution : 

5^ P = 3, d'oü fif-20, F=12. 

Eflfin si on a a la fois 7=0, P = 0, p=0, S» est necessairement 
infini od negatif. 

II existe donc en tout cinq Solutions que nous allons discuter suc- 
cessivement. 

l*'* Solution. Soient T = 3, S = 4, F = 4. 

Le polyedre n est un tetraedre. Le polyedre primitif sera donc un 
tetraedre, dont les six arötes auraient ete remplacees par autant de fuseaux 
et les faces par autant de calottes polyedriques pareilles entre elles. Le nombre 
des sommets pareils a ^ etant de quatre et Tordre de la rotation autour de 
cbacun d'eux etant de trais^ le polyedre sera pareil ä lui-mdme sous dorne 
aspects differents. 

Cbacune des calottes triangulaires etant sa propre homologue sous trois 
aspecis (page 70) devra contenir un element doue de symetrie temaire; 11 
existera quatre elements semblables, un dans chaque calotte; les autres Clements 
seront repetes trois fois dans chaque calotte, soit douse fois en tont. 

Cbacun des six fuseaux est son propre bomologue sous deux aspects 
(page 70): il contiendra donc soit un eliment avec rotation binaire, aoit une 
arete avec symitrie de retoumement. Les autres ardtes et elemeuta seront 
repetes deux fois dans cbaque fuseau, soit douze fois en tout. 

Le polyedre- presente ainsi: Deux systdmes d'iliments dTespice qua- 
druple: Un systtme d elements ou tCarHes (Tespdee sexluple: les autres Sliments 
et ar6tes sont (fespece dodicfsple. 

L'existence de cet autre Systeme d'elements d'espece triple montre que 
le solide pourrait itre derice du tetraidre de deAx maniires differentes. 

Observation. II pourrait se faire que plusieurs des lignes pareilles 
u^, etc. colncidassent ensemble en tout ou en partie, oe qui ferait disparattre 
soit les calottes, soit les fuseaux. Cette circonstance merite d'dtre examinöe 
en detail. 

Considerons la ligne yf! Les seules lignes pareilles avec lesquelles 
eile puisse avoir quelque point commun sont les trois lignes ^,, ^29 ^3 entre 
lesquelles eile est immediatement comprise. En eifet imaginons un observateur 
tournant dans le sens direct autour de JS: la ligne ^ etant issue de ee point, 

10* 
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la suivante yl^ y aboutira et la suivanle ^4 en sera 
issiie: eile ne pourra done avoir aucun poinl conunmi 
avec A (§. IV, Lemme V). Od voil de meme qoe 
y|^ est issue du point 2: cette ligne ne peot donc 
avoir aucun point commun avec A. De niöaie encore^ 
les deux lignes A^,. A^ aboutissanl toutes deux a ^1 
ainsi que yl^ n'auront aucun point commun avec eile. 
La iigne A sera donc entierement comprise dans rin- 
terieur du quadrilatere A^^ A^^ A^^ Afi les lignes A^^ A^^ Ay etant les 
seules siluees a Tinterieur de ce quadrilatere, seront les seules qni puissent 
reiiconlrer y/. 

Nous avons vu d'ailleurs (Theoreme II) que ia Iigne A peut ötre 
choisie de maniere a presenler en general trois tron^ns: 1'' Deux tron^oos 
extremes dans lesquels eile se confond avec une autre iigne pareille: 2"" Vn 
IronQon median ou eile est entierement isolee. Deux cas pourronl se presenter 
suivant que A se confondra dans le voisinage de £ avec^i, ou avec A2. 

V Cas. Supposous que A coincide avec Ag jusqu'a la dislance ä 
du point 2. Comparons les deux aspects relativement auxquels ^el JS|, A 
et Ai sont respectivement homologues. On voit que A^ et y/ devroni se 
confondre jusqu'a la distance d du point ^V 

Si la longueur J de la Iigne yl est superieure a 2i/+l? il existera 
un Ironfon median dans iequel les deux lignes A et A^ se separeront en 
lafssant entre elles un fuseau (p, Dans le cas contraire, les deux lignes 
colncideront dans toule leur etendue, et le fuseau se reduira a une simple 
Iigne. Si le nombre des sommets de cette iigne est impair, le sommel median 
jouira d'une symetrie de rotation binaire: s'il est pair il y aura une aröle 
mediane Jouissant de la symetrie de reiournement. 

2**"" Cas. Supposous maintenant que A coincide avec A* jusqu'ä la 
distance d de X Les deux lignes yi et A2 ayant une extremiie differente, 
d sera au plus egal & j J. Comparons ensemble les deux aspects relativement 
auxquels A et A.i ont respectivement pour homologues ^3, yl^: il resulte de 
Celle comparaison que A^ colncidern avec A^ jusqu'a la distance d ie £y. 
De ntiim^ //j colncldera avec A jusqu'a la distance d de X 

Si d-^, |c) les trois lignes A, A^^ A^ auront chacune un troufon 
median, de lui){{ueur J— 2if^ oü elles seront separees, et les trois tronfons 
inedians rirconscriront une petite calotte C. Si au contraire d^\d ces trois 
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lignes se confondront deiuc a deux daiis toute leur etendue, et la caloUe 
disparaitra entierement , ou plutdt se reduira a uu point, milieu commun des 
trois lignes, et qui restera son propre bomologue relativemenl aux trois aspecls 
du polyedre relalivement auxquels yJ, A.^^ A^ sont homologues les unes 
des autres. 

2'- Solution. Seit 

r==4, S-6, F-a 

Le polyedre n est pareil a Toctaedre regulier. Le polyedre primitif 
est donc derive d'un polyedre pareil a Toctaedre regulier, par la Substitution 
de fuseaux a ses arötes et de calottes polyedriques a ses faces. L^ordre de 
la rotation etant 4 et le nombre des sommets pareils a 2 etanl 6, le polyedre 
sera pareil ä lui-m£me sous 24 aspects differents. 

Chacune des calottes triangulaires doit presenter une symetrie ternaire, 
et possedera ainsi en son centre un element doue d'une rotatiou temaire. U 
y aura un element pareil dans chaque calotte, seit huit en tout. 

Chacun des 12 fuseaux presente une symetrie binaire. II contiendra 
donc, seit un element avec rotation binaire, soit une ar£ie avec symetrie de 
retoumement. Cette ar£te ou cet Clement sera 12 fois repete. 

Tons les autres elements ou arötes seront 24 fois repetös. 

Le cas ou les lignes A etc. se confondraient enseroble en tout ou en 
partie donne Heu aux mömes observations que dans la Solution precedente. 

3*"' Solution. Söit 

T-5, iS=12, F=20. 

Le polyedre n est pareil a Ticosaedre regulier. Le polyedre propose 
est donc derive d'un polyedre pareil a Ticosaedre regulier par la Substitution 
a ses arötes de fuseaux pareils, et a ses faces de calottes polyedriques pa- 
reilles. L'ordre de la rotation etant 5 et celui des sommels pareils a JS* etant 
12, le polyedre sera pareil a lui-möme sous 60 aspects diiferents. 

Chacune des calottes triangulaires devra posseder une symetrie temaire 
et renfermer dans son centre un element doue d^une rotation temaire. II y 
aura un element pareil dans chaque calotle, soit 20 en tout. 

Chaque fuseau pjesente une symetrie binaire. U contiendra donc, soit 
un element avec rotation binairey soit une aröte avec symetrie de retoumement. 
Cet element ou cette aröte sera repete une fois dans chaque fuseau, soit 30 
fois en tout. 
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Tous les aulres elements ou ardtes seront 60 fois repetis. 
Le cas oü les lignes yf etc. se confondraient ensemble en tout ou en 
partie donne encore lieu aux inömes obscrvations que dans la premiere Solution. 
4^'"" Solution. Soit 

Q=.S^ S-8, F-6. 

Le polyedre n est pareil au cube. Le nombre des aspects semblables 
est de 24. Ce cas se ramene d'ailleurs ä celui de Toctaedre. Car chaque 
calotte quadrangulaire elant sa propre honiologue sous quatre aspects, con- 
tiendra un element a rotation quaternaire. Cet element ne sera que 6 fois 
repete, nioiiis par suite que le sommet 2^, ce qui est contraire a notre. sup- 
positioD. Cette Solution doit donc dtre rejetee, en tant que distincte de la 
seconde. 

ö*"" Solution. Soit 

P = 3, iS = 20, F=12. 

Lo polyedre 7t est pareil au dodecaedre regulier. Le nombre des 
aspects semblables est de 60. Cc cas se ramene d'ailleurs a celui de Tlco* 
saedfe. Car chaque calotte pentagonale etant sa propre homologue sous dnq 
aspects, contiendra un element doue d'une symetrie de rotation d'ordre dnq. 
Cet element ne sera que 12 fois repete, moinf. par suite que le sommet JS^ 
ce qui est contraire a notre suppusition. Cotte Solution doit donc etre rejetee 
en tant que distincte de la troisiemo., 

Nous obtenons donc ici trois types de polyedres, derives des polyedres 
reguliers de la maniere suivante: 

Prenons un polyädre pareil ä tun des polytdres reguliers: rempla^ons 
ses arites par des lignes polygonales quelconques, ou plus generalement encore 
par des fuseaux pareils presentant une symetrie binaire; ses faces par des 
caloHes polyedriques pareilles prisentanl une symitrie par rotation dont C ordre 
soit ^gal au nombre des cötis de la face: nous aurons reconstitue ainsi, ou 
les polyidres cherches, ou leurs polaires. 

1°. Le premier type peut itre derive du tetraedre de deux manii^res 
differcntes, Fl präsente 12 aspects semblables: deux systtmes d'' elements (fespdce 
quadruple et un systime <f elements ou (far^tes d^espece sextuple: tous les 
avtres elements et arites sont despäce dodccuple, 

2^. Le second type deriee ä la fois de t octaedre regulier et du cube. 
II presente 2% aspects semblables, Fl existe nn Systeme d elements despäce 
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$extuple, un systdme (fespice octuple, et un Systeme (teläments ou darßles 
ifespece dodecvple. Tons Ies autres Clements ou arites sont 24 fois repdtes, 
d"". Le troisiime type deriee ä la fois de ticosaddre et du dodicaddre 
riguliers. II presente 60 aspects semblables. II existe un systäme delements 
12 fois repdles, un autre diUm^ents 20 fois repetds, enfin un systhne delements 
ou d'arites 30 fois repetes. Tous Ies autres Clements ou arites sont 60 fois 
ripetis. 

VII. 
Demonstration d'un dernier theoreme. 

Soient P un polyedre quelconque, o un point quelconque de i'espace. 
Imaginons une surface fermee quelconque, une sphcre par exemple, tracee 
antour du point o comme centre. Projetons Ies divers poinls du polyedre 
sur la spbere par des rayons partant de o. Les ar6les se projetleronl suivant 
des arcs de cercle, qui formeront sur la surface de la spbere un reseau 
represeniatif du polyedre. 

Reciproquement, considerons un reseau quelconque trace sur la spbere 
et tel que le nombre des arcs de cercle qui se croisent a cbaque sommet 
seil de trois au moins. II existera evideminent une infinite de polyedres ä 
faces planes ou gaucbes, se projetant sur ce reseau. 

Nous pourrons transporter aux reseaux eux-mömes- la notion des 
aspects, que nous avions ctablie pour les polyedres. Le probleme que nous 
Ycnons de resoudre se confond donc avec celui de la symetrie des reseaux 
traces sur la spbere. 

Cela pose, il nous sera aise de demontrer le tbeoreme suivant: 

Tbeoreme. Si un potyädre eulMen est pareil ä lui-mßme sous 
plusieurs aspects differents^ on pourra toujours construire un polyedre pareil 
ä eehn-lä, et exactement superposable ä lui-^mime sous ces divers aspects. 

Pour le demontrer, il faudrait considerer successivement les diverses 
sortes de symetrie que nous avons etudiees. La marcbe a suivre etant tres - 
simple, il nous suffira d^examiner un seul cas, pris parmi les plus compliques. 

Considerons un polyedre P derive d'un tetraedre, et presentant 12 
aspects semblables, deux Systemes d'elements d'espece quadruple, un Clement 
ou une ardte d'espece sextuple: tous les autres etant 12 fois repetes. 

Supposons d'abord que parmi les deux systemes d'elements quadruples. 
Tun au moins soit un Systeme de sommets, a^ ai, Oi, Oj. 
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Prenons nne sphere quelconque; soient a^ a^^ 02^ ay les qnatre sommets 
d'un telraedr^ regulier inscrit; joignons-les deux a deax par des arcs de 
grand cercle. Iniaginons ensuite que le r^seau forme par ces six arcs se 
deplace a la surface de la sphere: il existe 12 .posilions differentes dans 
lesqnelles la Situation du r^seau colncidera identiquement avec sa Situation 
primitive. Gar on pent amener a la place occupee primitivement par a un 
quelconque des quatre sommets a^ a^^ a^^ a,, puis amener Tun quelconque 
des trois arcs qui se coupent en ce sommet dans la position occupee pri- 
mitivemeui par aa,^: cetle colncidence etablie entralnera evidemment celle de 
tout le reseau. 

Vn point de la sphere suppose invariablemeni 11^ au reseau occupera 
en general 12 posilions differentes lorsqu'on fera colncider de toutes les 
manieres possibles le reseau avec sa Situation primitive. Ces 12 posilions 
se reduiront a 6 dislinctes pour les points milieux des arcs ctai etc. . . .; 
car chacun de ces arcs colncide avec lui*möme dans deux positions differentes 
du reseau. EUes se reduiront a quatre dislinctes pour le centre de chacun 
des quatre triangles spheriques equilateraux aoga^^ ^a?«}) ^<^i^i^ a^a^a^ 
chacun de ces triangles colncidant avec lui-m£me dans trois positions diffe- 
rentes du röseau. 

Cela pose, etablissons par la pensee une correspondance entre les 
quatre sommets a, üi^ 02^ a^ et les quatre points a, a^^ a., a. situes sur la 
sphere. Soit maintenant 6 un sommet quelconque du polyedre P. II y aura 
en general 12 sommets 6^ 6' ... pareils a 6. Nous prendrons pour cor- 
respondre ä 6 un point ß choisi arbitrairement sur la sphere et pour correspondre 
a 6'^ b" . . . les positions ß\ ft" que prend successivement le point ß lors- 
qu^on fait colncider le reseau sphcrique avec lui-m£me de toutes les manieres 



On sait quMl existe dans P ontre les a^ a., ai^ a^ un autre Systeme 
d*elements d'espece quadruple, Si cet elemcnt est un sommet Cj on prendra 
pour correspondants de c et de ses homologues les centres des triangles 
spheriques, y - -> etc. II existe en outre dans P un element ou une ar^te 
d^espece sextuple. Si c'est un sommet e^ on prendra pour correspondre a e 
et a ses homologues los milieux t etc. des six arcs aa^^ . . . etc. 

Soient maintenant yl une ardtc quelconque du polyedre P^ m e\ n les 
sommets qu^elle Joint, jn et v les poinis correspondants de la sphere: nous 
les joindrons par un arc de cercle A qui sera le correspondant de yl. 
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L'ensemble de ces arcs de cercle formera un reseau spherique (> qui 
an vertu de sa construction , sera d'une part superposable a lui-mdme dans 
12 positioDS differentes et d'antre part evidemment pareil a P. 

Imaginons maintenant des rayons vectenrs menes da centre de la sphere 
ä tous les points de sa surface et specialement ä ceux du reseau: prenons 
sur chacun de ces rayons vecteurs une longueur arbitraire, mais qui pourtant 
soit la mSme pour les 12 rayons aboutissant a un Systeme de points homo* 
logues. Nous obtiendrons evidemment un polyedre P, pareil ä P, et super- 
posable a lui-mäme dans 12 positions differentes. 

Soit maintenant P' un polyedre derive egalement du tetraedre, et ou 
tous les elements d'espece quadruple soient des faces. Soit P le polyedre 
polaire de P': les elements quadruples y seront des sommets : soient (> le reseau 
spherique correspondant a P, determine comme precedemment, q' le reseau 
polaire de q sur la sphere: il sera a la fois pareil a P*, et superposable a 
lui-mäme dans 12 positions differentes: on en deduira un polyedre P' jouissant 
des mömes proprietes. 

Dans la construction que nous venons d'indiquer, presque tout est laisse 
a Tarbitraire: il est donc extrömement probable que parmi la grande variete 
de polyedres que nous pourrons obtenir^ il y en aura dont les faces sont 
planes. Mais la demonstration rigoureuse de cette proposition ne presente 
aucune utilite serieuse. 

VIII. 
R e s u m e. 

Recapitulant tout ce qui precede, on obtient definitivement les theoremes 
suivants: 

Theoreme I. 

Etant donne un polytdre eulerien tel que ses dieeraes parties se pre- 
sentent dans le mßme ordre lorsqtion le conridäre successieement sous plu^ 
9ieurs aapects differents, on pourra toujours trouver une infinite de polyddres 
ä faces planes ou gauches, pareils ä celui'-lä, et exactement superposables ä 
eux^mimes saus ces mimes aspects. 

Theoreme II. 

Les divers cos qui pourront se prisenter sont les suivants: 

l^ Symetrie par rotation. Solides pr^entant ä chacune de leurs 
extr&mitis un iUment unique de son espdee: tous les autres iUments et toutes 
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les arites etant repetes un nomhre de fois determine k: k lignes geodesiques 
pareilles Iracees enlre les ilements extrimes ne se rencontreront en aucun 
point intermediaire et decouperont la surface du polyädre en k regions 
pareilles (§. II). 

Dans le cas particulier oü k = 2^ Vun des eletnents extrimes (§. II) 
ou tous les'deux (§. VI) ä la foiSy peuvent itre remplaces par des aretes^ 
ce qui donne deux genres particuliers de symetrie que nous appellerons: 

ir. Symetrie par rotation et retouraemeni, 
et 

IIP. Symetrie par rotation. 

IV^ Sym6lrie par rotation et renverselnent: 

Ces solides presentent: 

V. Deux eliments pareils E, E seuls de lewr espdce, et doues dune 
symetrie de rotation dont Vordre k peut itre quelconque. 

2^". Deisx aütres systdmes (telements ou d*arites remarquables , com-- 
poses chacun, soit de k elements doues (fune symetrie de rotation binaire, soit 
de k aretes douees de la symetrie de retoumement. 

Tous les autres eläments ou arites sont 2k fois repetes. 

V^. Dans le cas particulier oü k=2 les elements extrimes peueent 
itre remplaces par deux arites pareilles. Si en outre chacun des deux autres 
systemes remarquables est forme par des arites aeec symetrie de retoumement^ 
nous (wons un genre special de symetrie^ auquel nous pourrons donner le nom 
de symetrie par retournement et renversement. Les solides doues 
de cette symetrie sont pareils ä eux'-mimes sous quatre aspects differenls: 
Us presentent trois systimes de deux arites pareilles enlre elles: toutes les 
autres arites et tous les elements etant quatre fois repetes (§. VI). 

En dekors des types precedents, il en existe trois autres, deriees des 
polyedres rigtdiers par le procedi suieant: 

Prenons un polyidre par eil ä Vun des polyidres riguliers: rempla^ons 
ses arites par des lignes polygonales quelconques, ou plus giniralement par 
des fuseaux presentant une symetrie binaire par reUmmmnent: ses faces par 
des calottes polyedriques , presentant une symetrie par rotation dont Vordre 
soit egal au nombre des cötes de la face: (ces calottes pouvant se reduire ä 
de simples pohUs) nous aurons reconstibue ainsi, ou les polyidres cherches, ou 
leurs polaires (§. VI). 

Oh obHent amsi trois types diffirents: 
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VP. Symetrie tetraedrique. Ces solides ou leurs polaires pewDent 
etre consideres comme deriees de deux letraddres diferents, lis presentent 
douse aspects semblables: deux systämes d'elements d'espäce quadruple et un 
Systeme d'elements ou dar&tes (fespece sextuple. Taus les autres iliments ou 
aretes sont douze fois repMis. 

VIP. Symetrie cuboctaedrique. Ces solides, ou leurs polaires 
peutent itre consid&res comme deriees, soit (tun polytdre pareil au cube, soit 
d'uH polyedre pareil ä Voctaädre regulier. Ils prisentent 24 aspects sem- 
blables; un Systeme d" Clements sextuple, un autre despece octuple, et un 
Systeme d' Clements ou d aretes despece dodicuplertous les autres iUments ou 
ar&tes sont 24 fois repetes, 

Vlir. Symetrie icosidodecaedrique. Ces solides ou leurs po- 
laires, peueent itre consideris comme dirives soit dun icosaädre pareil au 
regulier, soit dun dodicaddre pareil au regulier, Ils presentent 60 aspects 
semblables: un systäme d Clements despäce dodecuple, un autre systäme d Cle- 
ments 20 fois repetes, et un systdme d Clements ou d aretes 30 fois repetes: 
tous les autres elSmcnts ou aretes sont 60 fois rCpätes. 

IX. 
ClassificatioD des polyedres. 

Le3 principes precedento permettent d'etablir les grandes divisions 
de la Classification naturelle des polyedres euleriens. En effet, Fetude que 
nous venons de faire est celle de leurs caracteres les plus abstraits. Nous 
avons neglige non seulement les relations de grandeur des diverses faces, 
mais möme leur position dans Tespace, pour nous attacber exciusivement 
aux rapports de succession. Les caracteres trouves sont donc les plus 
abstraits de tous, et ceux qui doivent fournir les premieres bases de la 
Classification. 

On distiogue assez habituellement les polyedres par le nombre de 
leurs faces. Ge mode de classement est vicieux. Car on separe les uns des 
autres des le debut deux polyedres polaires reciproques, qui ont pourtant 
entre eux de grandes analogies. D'aiUeurs on voit, par la loi de polarite, 
que la Classification d'apres le nombre des sommets serait aussi rationnelle qoe 
Tautre: donc aucune d'elles ne Test 

C'est d'apres le nombre de leurs ar^es que l'on devra classer les 
polyedres: et les polyedres ä n ardtes aeront clasaes d'apres leur degrö de 

11» 
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symetrie. U y aura 9 classes en tout, y compris celle qui est completement 
dissymeirique. 

La nature des elements les moins repetes, et leurs distances mutuelles, 
permettent d'etablir assez facilement des subdivisions dans ces classes. 

Prenons pour exemple les classes 1, 6 et 7. 

Classe I. Elle se divise en trois familles suivant qne les deux 
elements uniques autour desquels a lieu la rotation sont deux sommets, deux 
faces, ou nn sommet et une face. La premiere famille est polaire de la 
seconde. La troisieme est sa propre polaire. 

Chacnne de ces familles se sobdivise en genres suivant Tordre k de 
la rotation. Ce nombre devant diviser le nombre A des aretes, le nombre 
des genres sera ainsi limite. 

Enfin chaque genre se subdivise a son tour en especes, caracterisees 
par la distance des deux elements autour desquels a lieu la rotation. 

Quoique le nombre des faces seit un caractere facile ä reconnaitre, 
il me semble constituer entre deux polyedres une difference moins essentielle 
que les deux qui precedent. II servirait a decomposer Tespece en Varietes. 

Classe YL On a deux systemes d'elements quadruples, et dans 
certains cas un Systeme d'elements sextuples, remplace dans d'autres cas par 
un Systeme d'arätes. Cette difference fondamentale constituera deux ordres. 

l""' Ordre. L'element sextuple peut dtre face ou sommet. Les 
Clements quadruples peuvent ötre des faces, des sommets, ou les uns des faces, 
et les aulres des sommets. 11 y a donc six combinaisons possibles, et partant 
six familles. 

2^"*'' Ordre. Pas d'element sextuple. 11 existe trois familles, ca- 
racterisees par la nature des elements quadruples: Tune de ces familles est 
sa propre polaire. 

La symetrie etant toujours d'ordre 24, chaque famille est formee d'un 
seul genre. Elle pourra se subdiviser en especes suivant la distance mutuelle 
des elements quadruples pareils. Mais ici se presente une certaine ambiguit6 
due ä la coexistence de deux systemes d'elements quadruples. Les uns sont 
a la distance J les uns des autres, les autres ä la distance d*. Ces deux 
distances ^y J' devront donc concourir toutes deux a caractöriser Pespece. 

Enfin on sait que les lignes geodesiques homologues yi etc. menees 
entre ces sommets, et qui ne se traversent pas mutuellement, peuvent se con- 
fondre deux a deux en tout ou partie de leur ötendue. La longueur des 
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tron9ons dans lesqoels elles se confondent poorrait servir a partager chaque 
espece en varietes. 

Classe YII. U existe an Systeme d'elements sextuples, un autre 
d'elements octuples, et parfois an Systeme d'elements dodecaples: la division 
en ordres , familles etc. . . . se fait d'apres les mömes principes qne poar la 
6^""^ classe. Mais comme on doit distingaer le cas oü Ton a un sommet sex- 
tuple et une face octuple de celui d'une face sextaple et d'an sommet octuple, 
le nombre total des familles s'elevera ä 8 dans le l""" ordre, et a 4 dans le 
second. 

Quant ä la grande classe dissym^trique , eile paratt exiger, pour dtre 
subdivisee en ordres, familles et genres, des principes tont nouveaux. 

Ghftlon sur Saöne 1865. 
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R6suni6 de reeherehes sur la sym^trie des 
polyedres non enl6rienst 

(Par M. CamUle Jordan k Chälon s. Saöne.) 



U ne surface sera dile d'espece (m, n) si eile est lirtiit^e par m con- 
tours fermes et si Ton peul d'autre pari y Iracer n contours fermes ue se cou- 
pant eux- meines ni mntuellement, sans la partager en deux r^gions distinctes. 

L'importance des deux paramefres m et n ressort des propositions sui- 
vantes: 

1"*. Une surface d'espece {m^n) est m + 2n fois continue {zusammen- 
hängend)^ en doniiant ä ce terme la m(§me definition que M. Riemann (tome 54 
de ce Journal). Ondoit excepter le cas o.u m = 0: la surface est alors non 
plus 2n fois, mais 2n + l fois continue. 

2"". Toul contour trace sur une surface d'espece (m, n) peut 6tre re- 
duit par une deformation progressive ä une combindison de certains contours 
simples^ en nombre m + 2n. 

3"". Pour que deux surfaces flexibles et extensibles ä volonte soient 
applicables Tune sur Tautre, il faut et il suf£t qu'elles soient de mdme espece. 

4". On a dans toute surface polyedrique d'espece (wi, n) entre le nombre 
F des faces, celui S des sommets et celui A des aretes, la relation 

F+S = ^ + 2-m-2n 

qui n'est aulre que le theoreme d'Euler generalise. 

En posant m = et faisant varier n, on aura les diverses especes de 
polyedres fermes. 

Les polyedres de Tespece (0, 0) ne sont autres que ceux que j'ai ap* 
peles euleriens dans le memoire precedent. Le probleme de la symetrie se 
pose d'une maniere analogue dans les autres especes de polyedres : mais 
les resultats obtenus sont essentiellement differents d'une espece a TautTe. 

Prenons par exemple les polyedres de Tespece (0,1). (ün polyedre 
presentant Taspect general d'un tore appartiendrait a cette espece). II resulte 
de mon analyse que ces polyedres peuvent offrir trois sortes differentes de 
symetrie. 
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l*'. Symetrie mi«-quaternaire. Polyedres offrant denx systemes 
distincts de mn elements a rotation qoaternaire et un Systeme de 2mn elements 
a rotation binaire (ou d^arötes a retournement). Les autres elements et ar^tes 
sont 4mi» fois repetes. Les entiers m et n peuvent ötre t|uelconqnes , sauf 
cette restriction que si Tun d'eux se reduit a Tunite, Tautre doit se redüire 
a 1, ou ä 2. 

2^ Symetrie mn-hinaire. Polyedres offrant quatre systemes 
distincts tle tnn elements ä rotation binaire, (chacun de ces systemes pouvant ^tre 
remplace par un Systeme d'arStes ä retournement). Les autres elements et ar^tes 
sont 2mn fois repetes. Les entiers m et n sont absolument quelconques. 

3^ Symetrie wn-aire. Polyedres presentant mn aspects sem- 
blables: chaque element ou ardte etant mn fois repete. Les entiers m et n 
sont quelconques. 

Dans les trois cas ci-d6ssus, les entiers m et n pouvant dtre pris aussi 
grands que Ton veut, on peut toujours construire un pdyedre de Tespece (0, 1) 
qui seit pareil a lui-mdme sous un nömbre d'aspects qui- depasse toute limite 
assignee a priori La mßme circonstance se presentait pour les polyedres 
euleriens, qui sont susceptibles d'offrir une symetrie de rotation dont Tordre 
reste arbitraire. Mais il est digne de remarque que les polyedres appartenant 
a ces deux especeä sont les seuls polyedres fermes qui jouissent de cette 
propriete: cela resulte de la proposition suivante: 

Theoreme. Le nombre K des aspects sous lesquels un polyedre 
d'espece (0,«) peut ^tre pareil ä lui-mime est necessairement limite^ si n>\. 

La demonstration de cette praposition generale est assez delicate: en 
vöici Tabrege. 

On peut supposer qu'aucune face du polyedre cpnsidere n'est sa propre 
homologue sous plusieurs aspects differents: car si cela avait lieu, on pourrait 
prendre un point dans Tinlerieur de la face et le joindra aux divers somm^ts 
de son contour, de maniere ä remplacer la face par un Systeme de facettes 
triangulaires : en operant de mSme sur les faces semblables, on aura un 
nouveau polyedre d'espece (0,») jouissant des mdmes symetries, et oü aucune 
face ne sera sa propre homologue: on pourra etudier ce polyedre au lieu 
du primitif. 

Ceia pose, soient /"une face, /i, /i, ... les faces pareilies: s^il en 
existe d'autres, Tune d'elles, g^ sera contigue suivant une ardte a Tune des 
precedentes, a f par exemple: ses bomologaes g^^ g^^ ... sOnt respectivement 
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coDtigues a /*!, /2 etc Si le polyedre contient d'autres faces, Tnne 

d'elles h est contigue suivant nne ardte a quelqu'une des precedentes, ä g par 
exemple: ses homologues Ai, ^2 ... seront respectivement contigues a gi^ 
g2 ' ' 6tc. On peut epniser ainsi toutes les faces du polyedre: alors les 
faces fy g, A . . . etc. d^une part, /i, gr^, Aj . . . etc., /i, g2^ A2 . . . etc., 
d'autre part, forment des regions Ä, Äi, Äj ••• pareilles entre elles, en 
nombre K, et qui par leur reunion constituent le polyedre. 

Supposons que chacune de ces regions soit de Tespece {fi^ v). Soient 
Ff Sy A les nombres des faces, sommets et ardtes de chacune d'elles: on a: 

ou en ajoutant les resultats relatifs aux K faces 

(1.) KF+KS = KA+{2^iii--2y)K. 

Soient F, S', A' les nombres des faces, sommets et arötes du polyedre : 
on a F' = KF. D'autre part toute ar6te contenue sur le contour d'une region 
se trouve sur celui d'une autre region: eile est par suite comptee deux fois 
dans KA: on a donc en designant par a le nombre des arötes situees sur le 
contour de R 

KA = A+iaK. 

Enfin les sommets situes sur le contour de R sont tous situes sur 
le contour de deux ou d'un plus grand nombre de regions: soit en general 
ßx le nombre de ceux qui sont situes sur A regions: on aura: 

KS = S'+(4/9,+jy93+,..+Azly^i^)/f. 

Subslituant ces valeurs dans (1.) il vient 

(2.) (2-^^2i^+ia-iA-t/?3 A=Ly?^...)/f=F+S'-^'=2-2fi. 

Dans chacun des contours qui bordent R le nombre des aretes est 
egal au nombre des sommets: on aurait donc en additionnant les resultats 
relatifs ä ces divers contours 

si ces contours ne se touchaient nulle part: mais si /2 sommets appartiennent 
a deux des contours limites, /a a trois d'entre eux etc. . . . on aura plus 
generalement 

« = A+A+-+Ä+-+^+2y3+-+(*-l)y,. 
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D'autre pari les diverses faces de R etant contigues entre elles 
suivant des arötes,' on peut passer d'un point quelconque de R ä un autre sans 
toucher les conlours liroites. Si donc on suppose la continuite de R detruite 
aux sommets oü les contours se rejoignent, ce qui demandera y2+2y3+-+(*-l)y^... 
transversales infiniment petites, R restera encore d'une seule piece: d'oü la 
relation 

Posons 

requation (2.) deviendra 

(3.) JM+<j^.+4y2+-'-+^y-+--+iÄ+--'+^ÄJ/f = 2ii-2. 

^ j ff 

Cela pose, (p+ iy2+'"H — o^T» ~ T' ^ ^**^* ^° entier positif ou nul. 

Si iV>>2 le mulliplicatenr de /T est ^J: donc la valeur de K 
donnee par requation (3.) ne peut depasser 2(2i»— 2). 
Si iV = 2, le multiplicateur de K est egal a 

car ou ne peut avoir a la fois /Jj = 0, ... ßi = 0^ ce qui donnerait 2ii— 2.= 
ou 11 = 1, cas rejete de nos hypotheses. On aura donc £'^6(2i»— 2). 
Enfin si iV=l, ou =0, Tequation (3.) donnera 

{ ''-^+\+-+f' -iß,-...-:^ß,...)K = a«-a. 

D'ailleurs le multiplicateur de K est ^^^^^+ ^'"^ g"^^^ ; d'autre 

part, pour que K soit entier el>>l, il faut que ce multiplicateur ne depasse pas 
I»— 1: on a donc ßi+*^+ßi...<:6n—3N+l^ limite que nous designerons par M. 

Or seil donne en g^nöral un Systeme de Solutions entieres de requation 

(4.) (-f~i/3, i-/9,...)ür=L 

jointe a Finegalite 

et designons par /9i,, ßx^ ... celles des inconnues ß qui ne sont pas nuUes: 
on peut assigner une limite superieure ä chacun des indices li, ^ • • • • 

Joarnal für Mathenutik Bd. LXVI. Heft 1. 13 
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1 i p 

Car soil ki le plus petit de ces indices: posons y/^i + X"^^^"^' * ^ "ö"'' 

cetfe fraction etant suppos6e reduite a sa plus simple expression, ainsi que y: 

On aura (y — — ) Ä = I, d'oü K = — ^^y- = — ZT^' ^^ posanl b = dd, q=^ö^ 

d etant le plus grand commun diviseur de b et de q. 

K etant entier, ae — dp divise Lbe: mais il est premiei* ä e: donc il 
divise Lb: on a donc ae—dp^Lb ou en multipliant par d, 

aq-bp^Lbd^W. Mais -^^ Ai±|i2±r <^ 
d'oü q^-js-p: donc enfin 

La quantite li etant ainsi limitee, de möme que /9;i, qui est au plus 
egal ä M, irl^h ^^ ^®^^ susceplible que d'un nombre fini de valeurs: prenons 
Tune d'elles ä volonte et posons jr^-jrß^i^lT' ^° ®"^^ 

avec 

on en conclut comroe tout a Theure Tinegalite 

ki est aindi limile^ de mdme que ßi^: on reconnalt de mdme que ^3 etc. 
sont limites. 

Tous les entiers ^m ^2^ ^3 ^ • • A, ^ Ati Ä» • • • ^^^^^ »"^si ren- 
fermes dans certaines limites, le niultiplicateur de K, 'r'~ir^^''~ir^^^^'" 
n'est susceptible que d'un nombre limitä de valeurs: en les substistuant suc- 
cessivement dans Tequation (4.)) on aura les valeurs correspofidantes de K, 
en nombre limite. 

La consid^ration des aspects peut s'ötendre aux surfaces polyödriques 
nonfermees: seit P one semblablü surface^ d'espece (m,n): ajoutöBS-^y m ftces 
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auxiliaires aydnt respectivement pour contour les m contonrs limites de P: 
on aura une nouvelle surface Q d'espece (0, n) : et si P est pareil ä lui- 
mdme sous plusieurs aspects^ Q le sera 90US ces mdmes aspects: et de plus 
les m faces anxiliaires seront leurs propres homologues sous tous ces aspects. 

Si l'on veut que P seit pareil a lui-mäme sous un nombre d'aspects 
illimile, K, il en sera de möme de Q: donc n<^2 comme on vient de le 
voir. D'ailleurs on ne peut avoir ii = l, car dans ce cas aucun element de Q 
ne pouvant etre doue d'une rotation plus que quaternaire, les m faces auxi- 
liaires ne peuvent dtre leurs propres homologues sous plus de 4m aspects: 
d'oü K'^^m. Enfin si i» = 0, comme tous les elements de Q, excepte un, 
ou deux au plus, ne peuvent etre leurs propres homologues que sous un 
nombre limite d'aspects, cinq au plus, on ne peut avoir m >> 2 : car si m = 3 
Fune au moins des trois faces auxiliaires ne pourrait dtre son homologue sous 
plus de cinq aspects et par suite aurait au moins \K homologues distinctes 
relativement aux ^aspects consideres. On aurait donc m^\K^ d'oü 
K^bm;K serait donc limite. 

Ainsi les seules surfaces poly^driques qui puissent 6tre pareilles ä 
elles-mömes sous un nombre illimite d'aspects sont (avec Celles des especes 
(0,0) et (0,1) dejä trouvees) celles des especes (1,0) et (2,0). 

Ghälon sur Saöne 1866. 
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Bestimmung von d\g&(0^0^...0^ dureh die 

Classenmoduln. 

(Von Herrn J. Thomae zu Laucha a. d. Unstrut.) 




Xn der „Theorie der ^6e/scben Functionen^ §. 25 *) zeigt Rieniann, 
dass lg«?(t?i, t?2^ ••• <^/i) durch eine Summe von ti- Functionen und lg 5^(0,0, ... 0) 
ausgedrückt werden kann. Zur Bestimmung letzterer Grösse durch die Classen- 
moduln kann man gelangen, indem man in der Gleichung 

die Differentialcoefficienten durch Integrale algebraischer Functionen ausdrückt. 
Bei der hier folgenden Ausführung dieser Rechnung ist die Riemannsche 
Bezeichnung überall unverändert beibehalten. Zur grösseren Bequemlichkeit 
setzen wir noch voraus, dass ausser den sich aufhebenden Yerzweigungspunkten 
nur einfache in T vorkommen^ deren keiner mit einem unendlich fernen 
Punkte zusammenfällt. Mit ki^ Ar,, Atj ... bezeichnett wir diese, - die wir 
alle als willkürliche betrachten, obschon es hinreicht, 3p — 3, die Classen- 
moduln , als solche zu betrachten, — so dass js = Ar^ nicht alle übereinander 
liegenden Punkte von T, sondern eben nur den über ä = ä^ befindlichen Ver- 
zweigungspunkt bedeutet. Wir schicken noch eine Bemerkung über die Diffe- 
rentiation nach den Verzweigungswerthen voraus. Eine beliebige einwerthige 
Function s in T ist eine Wurzel einer Gleichung G{SyZ)==0 und daher 

-TT— = — 5F"*""'^~* Hieraus erhellt von selbst die Einwerthigkeil von 
-jT— in T. Für ä = oo werden Zahler und Nenner in gleicher Ordnung un- 
endlich gross, also bleibt -^ endlich. Für « = oo wird aber -g- vom n — 2'^" 

^ dG 

Grade unendlich, wenn G in Bezug auf s vom n'"" Grade ist, -^r- aber ist 

in Bezug auf s im allgemeinen von einem höheren Grade, so dass -77- , da wo « 

ÜKju 

*) Bd. 54, p. löl dieses Journals, auch in besouderem Abdruck, Berlin bei 
Reittwr 1857, p. öl. 
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unendlich wird, im allgemeinen Buch unendlich wird, aber niemals von einer 
höhern als der zweiten Ordnung. Ausserdem kann ^r- nur noch da, wo 

dG ^ 

-^ Null wird, also in allen Verzweigungspunkten, unendlich werden. Die sich 

nicht aufhebenden sind unabhängig von einander, und daher kann offenbar 

— _(3=:ÄJ nicht unendlich werden, wenn ky von k^ verschieden ist, in 

'^ ds 

welchem Falle -rr- für a = &^ um eine um 1 höhere Ordnung oo wird als 

s^ oder wenn nicht « für a = k^ unendlich wird , in welchem Falle -77- wie 

« für J5 = ky unendlich wird. In den sich nicht aufhebenden Verzweigungs- 
punkten, wo -^ und -^gleichzeitig verschwinden, bleibt -j^r- endlich, wenn 

dort s endlich ist. Denn ist dort « = a^ ^ = ^^ so ist 

aus welcher Form unsere Behauptung über "~^r"-"^ = "5i- sofort erhellt. 

Bei unseren ferneren Untersuchungen liegt die Zerschneidung der 
Fläche T in eine einfach zusammenhängende T zu Grunde, wie sie Riemann 
(§. 18, p. 143) angiebt, und die Verzweigung von T ist durch die Gleichung 
F(«, a) = gegeben. 

Differentiiren wir das überall endliche Integral Uyis^ «) = | ^Qp dz^ 

ds 
welches am Querschnitt by» den Periodicitätsmodul a^y»^ bei üy, den Periodicitäts- 

modulNuU, bei Oy aber den Periodicitätsmodul in hat, nach k^^ was unter dem 
Integralzeichen geschieht, so finden wir mit Rücksicht auf die oben angege- 
benen Regeln, dass ^ ^^^' ^^ ein Integral zweiter Gattung mit dem Periodici- 
tätsmodul -^rr- ^^ Schnitte by. und dem Periodicitätsmodul an jedem Schnitte 

Oy^ Oy, . . . sei und im Punkte js = Ar^ unendlich gross erster Ordnung wird 
{Riemann, §. 4, p. 120). 

Ein Integral zweiter Gattung, welches als Function von ssi im Punkte 

^ 

e^{s,z) wie unendlich gross wird, bringt man daher leicht in 

die Form 

tlt (s z)] - A i!fi^iilc ^C^.>^.) lim ^C^M^.) 
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worin — in p willkürlich gewählten Verzweigungspnnkten, über die sich die 

Summation erstreckt, und im Punkt s unendlich gross erster Ordnung wird. 
Setzen wir 



r, = u^is,z)-2:.fiy{8,,&X 



je^^'y^'e» '^9^ 



so ist 



(1.) ^i5%|^^^^^ = i,/K(v*.)}+c, 



{Riemann, §. 25, p. 151), woraus folgt, dass <{€, («^, a^)} bei bi den Periodi- 
citätsmodul ßp besitzt. Für ;5 = Ar^ folgt hieraus, wenn Ky^ = lm (c^f.-ß-) 

gesetzt wird: 

(3.) i,^^,(, = y = i,ä2r^^*., + C, 



S-Jr« 



l'? ÖCj ^^^ 



dkf, "'■>' 



woraus durch Yergleichung der Periodicitätsmoduln noch eine Relation ge- 
zogen wird, die da,,, durch </&,, dkt^ ... ausgedräckt liefert, nämlich 

(3.) ^ = 2fp„i» = k,):K„ 



(confer: Jacobi, fnndam. nova, pag. 74). Man heweist noch leicht die Identität: 



(«■) i.^ 



Ztsaku 



eig* 



Bestimmt man nun -^ — nach Riemanns Regeln, so findet man aus Glei- 
chung (1.): 



£logtf|_ 



dv. 



äi; ' ~^, ' • • • — — 



d»p 









worin U von («;«) unabhängig ist, aber von («i,2i). .. (<p,Sp) abhängt. 



Ott, du. 


Ott, 


•Ott. 




ö». ' 


dtt; dtt; 

• 


. . . 


• 

öttp du, 
dz, ' ö.. ' • 


-^ 



+ü; 
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Diese Gleichung differentüren wir nach «, multipliciren mit -^ und 
setzen z = k^. Sodann wenden wir (4.) an, wodurch die rechte Seite den 
Factor K^^ erhält. Für das willkürliche v wählen wir die Zahl (j^ welche 
auf der linken Seite vorkommt, dividiren mit K^^ und summiren Ober (j und 
erhalten so mit Rücksicht auf (3.): 





d\R 


du, 


du, 


du, 


dk^ 


d., ' 


dz, ' • 


dzp 






du. 


du. 


du. 






ö». ' 


öz. '•• 


äZp 




du. 


düp 


dup 






ö». ' 


'dz, ' • ■ 


■ dz. 




. " . 


/* , 




f , . 



Wählen wir nun die Grössen (si^ii)^ («2^ «2)9 • • • {Sp,Zp) für jeden Ver- 
zweigungspunkt Ä^ so, dass <?i, €2, . . . Cp ^ 0, 0, . . . {Riemann, §. 16) und 
verstehen unter dem Functionszeichen J die Determinante, so ist: 

(5.) rfi„g*(o,o,...o) = -ig|^[^^üf;iiK, 

worin beim DiiTerentiiren nach k^ der Punkt («y,, &^,) noch als unabhängig gilt. 

Die Werthe (s^^ss^) können durch rein algebraische Operationen ge- 
funden werden. Die p willkürlichen Ci)nstanten in (p lassen sich, wie noth- 
wendig aus Riemann, §-23, p. 147 folgt, so bestimmen, dass diese Function 
da, wo sie verschwindet, unendlich klein zweiter Ordnung wird ausser in den 

sich aufhebenden Windungspunkten. Diese Punkte seien i?i, ^29 • • ^y^-i 

p-i p— 1 p— I 

Es ist dann {Riemann, §. 23, p. 147) £yUi{riy)^ ^^^fijfi^J, . . . JSyUp{rj^) 

p p p 

= ^y^Kaiy+^gtin, JS^ihyOay+^gzm, . . . ^yiKapy+igpin; h,, g, ganze Zah- 



p-i 



ien. Sodann setzen wir 

und drücken nach Riemann, §.27, p. 154 



— ^yihyt)y 



l 

&(i...,f!>y,...) 



■45X •«.•••) 
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durch eine algebraische Function aus. Wird diese in den Punkten €i, €29 •• ^p 
unendlich klein, so wird offenbar 

(...,«, (a,^)--i,tt,(f,),...) = 0,0,.:. 0. 
Setzen wir hier fflr (a, ^) den Punkt k^, so werden «i, €2, ... e^ die Punkte 

Die Coefficienten von </ft|, Jfts, . . . sind daher ausser den in tf|, »2, . . . tfp 
vorkommenden Constanten, — welche man durch den Multiplicationssatz der 
Determinanten aussondern kann, — algebraische Functionen der Yerzweigungs- 
werthe. Für den Fall nur zweiwerthiger Functionen kann man diese Opera- 
tionen leicht ausführen, iutegriren und den constanten Factor von ^(0,0,...0) 
durch geeignete Annäherung der Verzweigungspunkte an einander vollständig 
bestimmen, wie dies von mir an einem anderen Orte bereits für p = 2 ge- 
schehen ist. 

Halle, im December 1865. 
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üeber die Doppeltangenten an Curven 
vierter Ordnung. 

(Von Herrn G. Roch in Halle.) 



IJie zahlreichsten Resultate in Betreff dieses Gegenstandes sind von 
Steiner und von Hesse (beide Abhandlungen im 49. Bande dieses Journals) 
milgelheilt worden. 

Macht man von den Sätzen Gebrauch, welche Riemann für die Dar- 
stellung algebraischer Functionen durch i?- Functionen gegeben hat, oder auch, 
wendet man den algebraischen Satz an , welcher den Gegenstand meiner 
Habilitalionsdissertation bildet, so lassen sich die hier stattfindenden Verhält- 
nisse und Beziehungen sehr leicht übersehen. 

Ich werde im Verlaufe dieser Abhandlung von beiden Hülfsmitteln 
Gebrauch machen, dabei Riemanns Abhandlung über Abelsche Functionen kurz 
als „Abhdlg." ciliren, und die daselbst eingeführten Bezeichnungen benutzen. 

Wir werden sehen, wie das vorliegende Problem dasselbe ist, wie 
dies, die ^6e/schen Functionen für p = 3 zu entwickeln. 

Durch Anwendung des oben genannten algebraischen Satzes hat Riemann 
in seinen Vorlesungen die algebraischen Ausdrücke für die 28 Abekchen 
Functionen für p = S vollständig entwickelt, unabhängig von ihrer Darstellung 
durch i9^- Functionen. Von dieser Ausführung mache ich im Folgenden nicht 
Gebrauch, da es für diese Zwecke genügt, die allgemeinsten Eigenschaften 
der Abelschen Functionen zu kennen. Ich bemerke schon jetzt, dass wenn 
yy eine Abelsche Function (im Riemannschen Sinne), (p = für unseren Fall 
die Gleichung einer Doppeltangente ist. 

Ich hoffe, dass auch diese Seile dieses geometrischen Problems, sein 
Zusammenhang mit der Umkehrung algebraischer Integrale, von Interesse 
sein wird. 

§..1. 

Riemannsche Sätze; gerade und ungerade rh ; Begriff der Abekchen Functionen. 
Für eine algebraische Gleichung F{s, «) = gebe es p linear von 
einander unabhängige endlich bleibende Integrale u und 2p Querschnitte der 
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Fläche T: 

(aO, (6,), . . . (a,), (6,) 
(s. §. 19 d. Abhdig.)- 

Die Integrale u^,..u^ lassen sich so bestimmen, dass u^ an (a^) den 
Periodicitätsmodul ni, an den übrigen (a^) den Modul Null, an {by) den Modul 
o^^, hat. Dann ist (s. §. 20 d. Abhdig.) a^,, = a,,^. 

Diese p Integrale mögen 

_ Pg>t(,s,z)dz _ PVp(is,z)di 

^'^ I dF ' •• ^P-^ I dF 

sein. 

Seien *i, äi . . . *^, ä^ eine Anzahl Punkte in T^ und ti' . . . ti^"^ die 
Werthe der u in denselben. Die Punkte sollen dann auch öfters als Punkte 
ii' . . . w^*^ bezeichnet werden. 

Seien Ci . . . e, irgend wie gegebene Zahlenwertbe , so lassen sich 
diese Grössen immer nur auf eine Weise schreiben: 

(«.) 

wenn nicht ^^(«1— Ci...Wp — Cp) identisch verschwindet für jeden Werth der 
den Integralen Ui . . .u^ gemeinschaftlichen oberen Grenze; ist Letzteres nicht 
der Fall, so ist ß^ eine Function dieser einen Grenze, oder des Punktes in 
der Fläche T, auf den sich die Werthe von tii . . . «ip beziehen ; & ist Null 
in den Punkten u' . . , «i^\ 

Die u können sich immer um Periodicitätsmoduln unterscheiden, ohne 
dass dieser Ort ein anderer zu sein braucht. Ueberschreitet der Ort mehrere 
Querschnitte, so ändern sich sämmtliche u um dieselben Vielfachen der Pe- 
riodicatsmoduln, wenn man, zum Ausgangspunkte zurückkehrend, die u stetig 
sich ändern Hess; an die Stelle der Gleichungen (a.) müssen also die treten: 



(6.) 



^Up-\ f-w^'^ = ArpTii+Ziöp^iH \- lp(^p,p+ c^ , 

wo &i . . . &p^ /i . . . Ip ganze Zahlen. Diese Gleichungen schreiben wir kürzer 

(c.) iu\+-' + u['\..u,+-'+u'/') = (c,...Cp) 
(s. §. 15 d. Abhdig.). 
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Betrachten wir nun den Quotienten 

Q ^ &Cu,-e\...)&(u,-e'P...)&(^u,^e^r'-0 

Derselbe bleibt (s. §.17 und §. 23 d. Abhdlg.) beim Ueberscbreiten der (a^) 
ungeSndert, erlangt aber an (i^) den Factor: 

Diese Eigenschaft, an den beiden Seiten eines Querschnittes Werthe zu haben, 
die sich um constante Factoren unterscheiden, behält Q auch nach Multipli- 
cfltion mit 

In den mp Punkten, in denen der Zähler von Q verschwindet, mögen die u 
Werthe a' . . . a^"^> haben, und in den Nullpunkten des Nenners seien /^ . . ./?^*''> 
die Werthe der u. 

Nach dem Vorigen ist: 

(-S«r . . . -f «r) = ((e;+-+er) . . . (e,+...+4->j), 

(I/9J'' . . . 1(^;') ^ ((c;+-+cr) . . . «+...+<>)). 

Beseichnen die g und h gebroebne Zahlen, so kann man (s. $. 15 d. AUidlg.) 
nur auf eine Weise schreiben: 

[(ei+-+er-c; cr),...(c;+...+e;-c; d;)] 

Dann erlangt 



p 
R =. Q.e 



beim Ueberscbreiten von (a^) den Factor e " , beim Ueberscbreiten von {b^) 

den Factor e ^"^^ (in den betreffenden, auf anderem Wege hergeleiteten Re- 
sultaten des §. 26 d. Abhdlg. ist ein Druckfehler). 

Soll R rational sein, so müssen g und h ganz, also 

(I«r..J«c.))^(i^;)...i^^^.)) 

sein. Indem einige a und ß zusammenfallen, kann die Anzahl der Nullpunkte 
jede, auch nicht durch p theilbare Zahl werden. 

13» 
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Es giebt dies im Allgemeinen p von einander unabhängige Gleichungen, 
in Folge deren p der Nullpunkte « durch die übrigen a und die ß bestimmt 
sind. Man kann so wieder beweisen, dass eine wie s verzweigte Function, 
die in jll Punkten -x^ wird, u—p+1 Constante enthält. 

Bemerkenswerthe Ausnahmefälle hiervon werden uns noch in dieser 
Abhandlung begegnen. 

Anstatt nun die Verzweigungsart der algebraischen Function s von z 
durch die Fläche T darzustellen, können wir auch » und z als Coordinaten, 
F=0 als Gleichung einer Curve ansehen. 

Ist F{s,z) = die Gleichung einer Curve vierter Ordnung, so ist, 

wenn diese keinen Doppelpunkt hat, p = S. f(8yz)=0 sei eine Curve i»'" 
Ordnung, dann ist f eine Function von s und z, welche in 4m Punkten der 
Fläche T x> wird , und zwar da , wo s = z = oc (« und z werden hier wie 
noch weiter erwähnt wird, gleichzeitig unendlich); die Am Nullpunkte, oder 
die 4m Schnittpunkte von f=0 und F=0 sind daher durch 4m— 3 von ihnen 
bestimmt^ wie bekannt. 

Hat F=0 einen Doppelpunkt, so ist /'nicht die allgemeinste Function, 
die in g = z = oc selbst oo von m**^' Ordnung wird, denn sie hat in den bei- 
den im Doppelpunkt vereinigten Punkten (den Werthenpaaren y^ d nach §. 6 
d. Abhdig.) gleiche Werthe. Dadurch wird der Widerspruch aufgehoben, der 
darin läge, dass beim Vorhandensein eines Doppelpunktes, d.h. für p=^2 
(s. $.11) 4m— 2 der Schnittpunkte willkürlich wären. 

Aus Obigem folgt, dass eine rationale Function nicht als Quotient zweier 
& geschrieben werden kann. Sonst müssten 

p p 

11 

sein, oder die a und ß auf einander fallen, wenn nicht &{u—£aj identisch 
Null ist. 

Sei Q ein Quotient zweier &, so ist der einfachste Fall der, dass die 
g und h den grössten Nenner 2 hab^n. Dann ist das Quadrat von 

_ p 
— 2£huUu 

R ^ Q.e • 
rational, also R eine Quadratwurzel einer rationalen Function; R hat dann an 
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(a,) und (6,) dieFacloren c""^^"''*, e+^^'''\ also +1 oder -1. Wir be- 
zeichnen nun 

und nennen den Compiex 






die Charakteristik von R. Dieselbe kann einmal erhalten werden als Factoren- 
syslem 

das andere Mal durch die Summen der endlich bleibenden Integrale Aber die 
Nullpunkte des Zählers und die Summen über die des Nenners. In letzterem 
Sinne kann man auch von Charakteristik der i9- Function in Zähler und Nenner 
einzeln sprechen. Leicht ist die Charakteristik eines Productes mehrerer R 
zu bilden. Die Charakteristik von Ri sei 



'0' 



so ist die von RRi oder von -^- 

/«, + »?, h+^P\, 

ist hierin z. B. £, =:9;j=:l, so darf für £1+1;,= 2 in der Charakteristik ge- 
schrieben werden. Wir drücken dies kürzer auch so aus; nennen wir (ß) die 

R 
Charakteristik von Ä, (1?) die von Äi, so hat Ä.Äj oder -^ die Charakte- 

ristik (*•+?;) = («—ij). 
' In der Formel 

R= > 1 e ' 

1 I 

wollen wir die iS^- Functionen einfacher 

»[u-ka) und »{u-Iß) 

schreiben und u—2(3 durch e ersetzen: 

p 

ist von dem vorigen R nur um einen constanten Factor verschieden. 
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Die ^-Function des Zählers kann mit dem Exponentialfactor su. einer 

neuen allgemeineren i^- Function vereinigt werden. 

Der Exponent nämlich 

p p p p p 

2! JS a^^y 1»^ fWy + 2^^ m^ (r^ — g^ ni — 2!^ h^ a^^y) — 22 hy r^ 

des allgemeinen Gliedes dieser Reihe kann durch Zerlegung der zweiten 
Doppelsumme: 2Xrm^A^a^,^ in 

p p p p 

in die Form gebracht werden: 

22:a^^y{m^-h^)(my-hy)+22im^-h^)f>^-2J!m^g^7ii, 

welches nahezu die Form einer neuen ^- Reihe ist, deren m^, m^ aber 
sämmtlich oder zum Theil gebrochene Zahlenwerthe durchlaufen. Fügt man 
zu dieser Reihe noch den Factor 

Jl£g^h^ni 

so entsteht die Form 

nnd die Eitponenttalreiiie, deren aligemeiner Exponent dies ist, boU dirch 

^(!' !0(^) ^^^^ ^^^^^ *(«)(«^) 
bezeichnet werden. 

Die ursprüngliche i?-Reihe ist speciell &Q Q)(r). Die ZäUoe m^— 4«^ 
durchlaufen alle ganzzahligen oder um | davon verschiedenen Werthe. Wir 
haben, wenn wir diese Werthe wieder als m^ bezeichnen, die i^- Reihe jetzt 

in der Form 

p p 

—CO 

Diese Reihe bleibt offenbar ungeändert, wenn sämmtliche m durch —m ersetzt 
werden. Man kann dies aber auch erreichen, indem man «i .. . «p in — «i ... — «p 
verwandelt und mit 

e ' = c ' 

multipliciri. Daraus folgt 
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oder, die d^- Function mit der Charakteristik (b) ist gerade oder ungerade, 
je naclidem 

«1«;+- +«p€; = mod. 2 
oder 

«i«iH h*p«p = 1 mod. 2. 

Für p=^i ^^^ (i) ^'® einzige ungerade Charakteristik ^A f^X (^^ sind die 
geraden. 

Für p = 2 sind 

G o)' (i 0' G o)' (o i)' (o i)' G i) 

die 6 ungeraden, ausserdem giebt es 10 gerade. Die Gesammtzahl beider 
Arten ist immer 2^^. Sei a^ die Zahl der geraden, ß^ die der ungeraden 
Charakteristiken; aus jeder der a^ erhalten wir eines der ß^^i durch An- 
hängen von (^\ und eines der a^ durch Anhängen von ^, q oder ^; um- 
gekehrt bei ßp; dies liefert die Gleichungen 

ßp^i = 3/3p+ap, «p+i = ^c^p+ßpy 
hieraus 

«p^i-/?p+i = 2(ap-/5,). 

Da «1 = 3, /ii = l, so kommt 

«p=i(2^^+2^) = 2^'(2'^+l), 
/ip = -^ (2'^-2^) = 2^-^(2^ - 1). . 

Nach diesen Erörterungen Ober gerade nnd ungerade & benutzen wir 
wieder die alte Schreibweise für R, kurzen dieselbe aber ab, indem wir nicht 
den Exponentialfactor mit hinzuschreiben und auch statt der p Argumente nur 
eines ohne irgend einen Index hinschreiben. Wir schreiben also 



R = 



1 



1 



Soll R in p—i Punkten Null werden, so hat es die Form 

R = 



H^-u^-^'ß) 
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Dies kann eine Quadratwurzel eines rationalen Ausdruckes z. B. dann sein, wenn 

2(£ß,,,,£ß,) = (0...0), 

2(ia,...^a,) = (0...0). 

Wir haben z. B. in der ersten Gleichung die p—i Punkte ß zu bestimmen,- sie 
genägen den p Gleichungen^ die in dieser einen stecken und die Summen, 
über die p—i Punkte doppelt ausgedehnt, sind Null. Diese /? — 1 Punkte 
sind daher solche, in denen eine Function (p gleich 0^ werden kann. Sollen 
nämlich durch p Gleichungen 

2p— 2 2p— 2 

{£ßl^K..£ß^^) - fO,...0) 

p—i der 2p^2 Punkte als Function der äbrigen bestimmt werden, so sind 
stets, wie ich in einer kleinen Abhandlung genauer ausführen werde, die 2p—2 
Punkte die, wo eine Function (p gleich Null werden kann. In den jetzigen 
Gleichungen fallen die 2p— 2 Punkte paarweise auf einander, also cp ist in 
p~l Punkten 0". 

Diese Systeme ^a und ^ß genügen der Bedingung, dass die g und 
h den grössten Nenner 2 haben. In R müssen solche & eingeführt werden, 
dass &{u—u—^a) = für u = u'; oder 

&{s){e), i) = u-u' 

muss gleich Null sein für r = 0; dieser Bedingung genügen unbedingt die un- 
geraden &. Nun sei y = 0^ in den Punkten a, i// = 0^ in den Punkten ß 

(auch jp eine Function, so dass J ^^^ ein endlich bleibendes Integral), so 



dF 
d$ 



muss K^ = — sein, oder 






= v^- 



Die Constante A wird natürlich von der Lage des Punktes u' abhängen. 

Diese Quadratwurzeln ^(py ^ip nennt Riemann Abelsche Functionen, und 
wir werden sehen (p=^0^ i^ = sind für unseren Fall die Doppeltangenten. 
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S. 2. 

Darstellung der Doppeltangenten durch ^-Functionen. Berührung von Curven. 

Ein algebraischer Satz. 

Es sei F(s^jb) = so beschaffen, dass kein Glied der Gleichung den 
vierten Grad Obersleigt, F=0 auch, wie wir sagen wollen, von vierler Ord-* 
nung. Dann kann man fflr « ^ js = oo aus F = eine Gleichung herleiten, 

welche vier endliche Werihe von — liefert, s und » sind also gleichzeitig un- 

endlich. -3— wird fflr * = « =s 00 selbst oo\ also in 12 Punkten 00*. Fallen 

daher keine Wurxeln von -^ = 0, -^—=0 auf einander, so ist i«t=12 = 
2p+2it~2, mithin 

2/1 = 12-6, j9 = 3, 
(s. §.7 d. Abhdlg.). 

Wir können uns nun, anstatt die Verzweigungsart der Function s von 
i durch die Fläche T darzustellen, die Gleichung F(Sy9)^0 als Gleichung 
einer Curve denken, s und z die Coordinaten eines Punktes einer Ebene. 
Wären 1, 2 oder 3 Doppelpunkte vorhanden, d. h. wäre fOr 1, 2 oder 3 

Werthenpaare von * und ä; -3- = -^ = 0, so wflrde sich p respective auf 

2, 1 oder reduciren; mehr Doppelpunkte können also nicht da sein, ohne 
dass die Fläche T zerfällt, oder die Curve F=0 aus Theilen besteht*). 
Nehmen wir einen Doppelpunkt an, so lässt sich in der That zeigen, dass 
man auf den von Rosenhain untersuchten Fall kommt. 

Sind ]9 = 0, 9 = die Tangenten im Doppelpunkt, so kann F=0 in 
die Form gebracht werden: 

0=pq+{a,,^+aipq'+a2p^q+(hp^) + {bo^+'' + b,p*). 

Dann ist r = -^ nur in zwei Punkten def Fläche T 00*; es werde daher 
p^qr eingefflhrt; dann erhält man 

= r+j(aü+-+a3O + 7'(6ü+-+64r*), 



*) Man kann dies allgemein durchführen und findet so den Grund, warum das 
Maximum der Anzahl von Doppelpunkten der Anzahl Punkten gleich ist, in denen 

sich zwei Curven C« immer noch schneiden müssen ; die durch —-5 * Punkte 

gehen (s. Plücker, algebraische Curven, p. 216). 

Jonnua für Mathematik Bd.LXYL Heft 2. 14 



106 Roch, Doppeltangenien an Curpen eierter Ordnung. 

und hier ist -^ die Quadratwurzel einer Function, die nach r vom sechsten 

Grade ist, also p = 2. 

Wir bleiben zunacbai bei p = 3 stehen. Solche Cnrven haben be- 
kanntlich 28 Doppeltangenien; dass so viele existiren mflssen, werden wir 
auch hier sehen. 

dF 

Alle endlich bleibenden Integrale haben, da -^ von dritter Ordnung 
ist, die Form 

dF ^*^ 

und sind daher augenscheinlich durch drei lineare ausdrflckbar. Denken wir 
uns jetzt F{9y js) = als Gleichung einer Curve, $ und z Coordinaten in einer 
Ebene. Dann sind (p^O alle beliebigen, die Curve schneidenden Geraden. 
Seien tf'...ti'^ die Werihe der u in den vier Schnittpunkten; dann oiOssen 
die Anfangswerthe der u so bestimmt werden, dass 

(ti;+-+ur---tb+-+t4'') = (0..-0) 

(s. §. 23 d. Abhdlg.). 

Seien (r=:0, |=sO die Gleichungen zweier Doppeltangenten; dann 
fallen n' . . . u^^ auf zwei Punkte zusammen, a', a'* fflr x und ß', ß" fOr §. 

Es muss daher 2(a'+a") = und 2{ß'+ß") = sein, so dass 

ÜB 

rational und zwar gleich y ist, oder 



(1.) i/^ = ^(^-«*^-«^-0 



Die 1^ in Zfthler und Nenner mflssen ungerade & sein, wenn man u—u' als 
Argument derselben betrachtet, damit ^(n— ii'— a'— a") = für « = •«', und es 
giebt daher so viele Doppeltangenten, als es ungerade & giebt, d. h. 2^(2^—1) 
= 28 fflr j9 = 3. 

Die Anzahl der Doppeltangenten (oder allgemein der Abelschen Fun- 
ctionen) wflrde eine grössere sein, wenn auch gerade ^-Functionen 

gleich Null sein könnten fflr 9=^0. 

Istp=2, also ein Doppelpunkt vorhanden, so geben die Doppeltangenten 
nicht mehr Abelsche Functionen, da die Functionen tp dann alle im Doppel- 
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punkte Null sein, also y>=:0 durch den Doppelpunkt gehende Geraden sein 
müssen. 

Ich werde am Schlüsse dieser Abhandlung die Ausdrücke der Doppel- 
tangenten durch i9^- Functionen geben« und den in meiner Habilitations- 
Dissertation für die ^6e/schen Functionen bewiesenen Satz auch auf solche 
Doppeltangenten ausdehnen, die nicht ^6e/sche Functionen geben (der Ausdruck 
sei erlaubt). 

Zu allgemeineren Formeln gelangt man durch die Untersuchung der 
in vier Punkten berQhrenden Kegelschnitte. Seien x = 0, 1=^0 zwei Doppel- 
tangenten, (? . . . ß^^ ihre Beräbrnngspunkte. Seien a' . . . a'^ vier andere, den 
drei Gleichungen Genflge leistende Punkte 

2(a;+:-.+ ar,...ai+-+«n = (0,0,0). 
FOr die Summen o'+*'*-h ^^e*^ sind dann 64 verschiedene Werthe möglich, nfimlich 



^* I ^ öi,i , , ^ ai,3 

(2.) 



' I I IV , nt . OKI I , »1,3 



«S+'" + «3 = ^3-2- + *|-^ + *'* + ^3-^* 

Hier muss nun das eine System «i ss ••• = e, = €| = ••• =? €3 = abgerechnet 
werden, und man gelangt so in ganz Ähnlicher Weise, wie Herr Clebsch gezeigt 
bat, zu dem Satze: durch jeden Punkt können 63 in ihm und noch 3 anderen 
Punkten berflhrende Kegelschnitte gelegt werden. 

Nehmen wir fär den beliebigen Punkt einen Berührungspunkt einer 
Doppeltangente x, so müssen x^, a?|, etc. abgerechnet werden, f=0 eine be- 
liebige andere Doppellangente; es bleiben daher 36 Kegelschnitte übrig : 

Durch jeden Berührungspunkt einer Doppeltangente gehen 36 Kegel- 
schnitte^ die in ihm und noch 3 anderen Punkten berühren. 

Alle berührenden Kegelschnitte lassen sich demnach in 63 Gruppen 

einordnen; sind iS|=^0, 82=^0 zwei einer Gruppe, so ist y-^ rational durch 

9 und z ausdrückbar. 

Es mögen a' . . . a'^ und /?'... ß^^ die Berührungspunkte von Sj = 
und S| = sein. Dann ist 

eine rationale Function, die in vier Punkten oc^ wird. Sie enthftlt demnach 
4^34.1 r=:2 Constante (s. §. 5 d. Abhdlg.). Legt man durch die ß' . . . ß^^' 

14* 



n 
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einen Kegelschnitt ^i^^O, so schneidet er noch in vier Punkten. Legen wir 
dnrcb diese Oz = 0, so enthalt €2 noch zwei Constanten nnd kann daher so be- 
stimmt werden, dass 

IS o 

Ebenso kann, wenn Sy in dieselbe Gruppe gehört, V-^^-^ gemacht wer- 
den, und es gehen (Tj, a,, a^ durch dieselben vier Punkte. Daher können 
Constanten äTi, iSr2, k^ so bestimmt werden, dass 

oder 

*i A + A,A + *3|^S3 = 0. 

Specielle Kegelschnitte S sind die Producte x^y yt], a^, wenn a:=0,..£=0 
Doppeltangenien sind und ^xi, ^yri, y^ in dieselbe Gruppe gehören; wir 
finden hierdurch unsern algebraischen Satz fflrp=3: 

Zwischen drei in dieselbe Gruppe gehörigen Producten Je zweier Abel- 
sehen Functionen findet eine lineare Gleichung mit constanten Coeffidenten 

statt V' 

Diese auf die Anzahl der Constanten gestutzten Beweise, von denen 
Riemann den ersten in seinen Vorlesungen gegeben hat, lassen sich sehr ein- 
fach fahren: Sei y— rational; es wird in 2p —2 Punkten oo\ muss also 
p— 1 Constante linear enthalten. Mau erkennt aber hierin eine Lflcke; offenbar 
ist -^ auch in 2p — 2 Punkten oc^ und enthalt dennoch p Constanten (die in 

(pi enthaltenen Constanten). Es hat dies einen tiefer liegenden Grund, wie 
schon oben angedeutet wurde. Dieser Satz soll im Folgenden als Fundamen- 
talsatz bezeichnet werden. Aus den Darstellungen der berflhrenden Curven 
durch ^-Functionen folgen auch alle die Sätze, welche Herr Clebsch gegeben 
hat, und es ist auch im Wesentlichen diese bis jetzt benutzte Anwendung der 
^-Functionen identisch mit der directen Anwendung des Additionstheorems, 
wie es Herr Clebsch zeigt. Nur einen Satz will ich hier besonders anführen, 
nämlich: 

Die Berflhrungspunkte von 3 Doppeltangenten a; = 0, j^ = 0, «^0 
können nicht auf einem Kegelschnill liegen, wenn die Charakteristik von yxyz 



*) Dieser Satz ist von Hesse bewiesen worden. Er ist der specielle Fall eines 
ganz allgemeinen Theorems. 
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gerade ist. Lfigen diese 6 Pankte a' . . . a^^ anf einem Kegelschnitt, so schnitte 
derselbe in noch 2 Punkten, ß', ß\ und es wfire 

(a'+- + «^'+/5'+/?") = (0,0,0), 

oder da 2(a'H h«^') ^ (0^0, 0), so mflsste auch 

2(/3'+/r) = (0,0,0) 

sein. Dann wäre (/?*+/?") ^ (a'H V^) eine gerade Charakteristik und die 

beiden durch ß\ ß' bezeichneten Punkte mtlssten wegen 2(/9'+/9")= (0,0,0) 
offenbar Bertihrungspunkte einer Doppeltangente sein. Wenn also keine ge- 
rade d- Function d'(«)(ii— ti') gleich Null ist für Werthe Null der Argu- 
mente, oder, was dasselbe ist, wenn es nur 28 Doppeltangenlen giebt, so 
ist unser Satz wahr. Wir können ihn auch so aussprechen: Liegen die 6 
Berührungspunkte von drei Doppeltangenten auf einem Kegelschnitt, so geht 
dieser auch immer durch die BerOhrungspunkte einer vierten Doppeltangente, 
und diese vier Doppeltangenten sind zwei Paare einer Gruppe. 

Geht man von den Charakteristiken aus, die zu /i = 2 gehören, so 
fiberzengt man sich leicht, dass jede der 63 Gruppen auch auf gleich viele 
Arten als Product ^x^ erhalten werden kann, oder dass in jede Gruppe gleich 
viele, nfimlich 

28.27 _ ß 
i.2.63 ^ ^ 

Paare von Doppeltangenten gehören, sammt unendlich vielen Kegelschnitten 

iyxSyt] rational). 

§. 3. 

Geometrische Anwendongen des algebraischen Fnndamentalsatzes. 

Ich habe schon in meiner Habilitationsdisseirlation erwflhnt, dass die 
Gleichung FXe, 2^) == durch eine Gleichung 

(1.) M+|/yi?+M = 
ersetzt werden kann; wir sehen a? = 0, ... ^ = sind Doppeltangenten, die 
paarweise in dieselbe Gruppe gehören. Diesen Salz kann man auch unab- 
hfingig von Betrachtungen über die Anzahl der Constanten beweisen, und es 
sollen jetzt Sfltze entwickelt werden, die aus demselben folgen. 

6 5 4 
In jeder Gruppe giebt es .' '3 Combinationen, die sich zu einer Glei- 
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chung wie (1.) vereinigen lassen, so dass man 1260 Gleichungen dieser Art 
hinschreiben kann. Denkt man x, |^ etc. durch drei Variable linear homogen, 
oder linear durch die früheren Variabeln ß^ a und die lineare Einheit ausge- 
drückt^ so werden diese 1260 Gleichungen alle eine identische Folge einer von 
ihnen, etwa von (1.). Aus (1.) folgt 



(2.) -2y^xiyfi = xS + yn-^t 
Daraus folgt: die 8 Berührungspunkte zweier in dieselbe Gruppe gehöriger 
Paare von Doppeltangenten liegen auf einem Kegelschnitt. 

Jede Doppeltangenle hat eine ungerade Charakteristik (d. h. bildet man 
die Summen ^'i+u'i . . .u^+u^ für die Berührungspunkte, so sind sie gleich 
Ausdrücken wie die rechten Seiten von (2.) in §. 2, (c) eine ungerade Cha- 
rakteristik), mithin auch die von j^xly, welche der von ^tj gleich ist, ungerade. 
Wir wollen die Charakteristik eines Ausdruckes dadurch bezeichnen, dass wir 
ihn in Klammer setzen: 

Es giebt in jeder Gruppe 15, im Ganzen 

-^ = 315 

Kegelschnitte, welche 8 Berührungspunkte von Doppeltangenten verbinden 
(Salmon, trealise etc. p. 198). 

Die Benutzung der & wird uns zeigen, dass 6 Berührungspunkte dreier 
Doppeltangenten a?i, ora, 0^3 auf einem Kegelschnitt liegen, oder nicht, je 
nachdem 

{}^XiX2Xi) 

ungerade oder gerade, oder je nachdem x^ in der Gruppe XiX2 vorkommt oder 
nicht. In jeder Gruppe sind 12, also ausserdem noch 16 Doppeltangenten; 
daher giebt es 

^JA = 2016 

Comblnallonon von drei Doppeliangenten, deren Berührungspunkte nicht in 
i^hiüm KogelNchnltl liegen, und 

iä^dO = 1260 

lolchtt, W(i diei siHtIflndel (s. Hesie^ dieses Journal, Bd. 49, pag. 319). Be- 
(raohltfii wir Jatat neben den Gruppen x§, yij die beiden 0^17^ yS und xy, itj; 
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dieselben können ausser x^ y, i, tj keine Doppeltangente gemein haben. 
Wfire z. B. s auch in xfj vorhanden, so hfltte man neben (1.) nnd (2.) eine 
Gleichung, etwa: 



a-^xrj+byyS+yzt = 0, oder —^ah^x^yri = a'^xfj+b'^ffS'-it. 
Elimihirt man die Wurzeln, so kommt: 

iax-'by){bS'-ar]) = »{ab^—t). 

Diese Gleichung muss, da ^=^0 irreductibel ist, identisch erfüllt sein; oder 
es muss sich z mit x und y oder mit § und tj in einem Punkte schneiden. 
Dieser Punkt muss auf dem Kegelschnitt liegen 

d. h. einer der Berührungspunkte von a;^ y und « oder §, rj und s selbst sein. 
Er wflre dann nothwendig ein Doppelpunkt der gegebenen Curve F = 0. Soll 
j9=s3 sein, so können sich demnach nicht drei solche Doppeltangenten in 
einem Punkte schneiden; da z nicht in der Gruppe 0:17 vorkommt, so muss 
{yxrjz) gerade sein. Ebenso kommt s nicht in xy vor, so dass 

i^xyi) 
auch gerade sein muss. 

Drei Doppeltangenten, deren Charakteristiken eine gerade Summe geben, 
können sich also nicht in einem Punkte schneiden. 

Eine andere Analyse zeigt, dass sich wohl x§ nnd y in einem Punkte 
treffen können; dann geht auch rj durch diesen Punkt. Dies ist der specielle 
Fall eines iSfemerschen Theorems (lieber algebraische Curven, welche eiiien 
Mittelpunkt haben, dieses Journal, B. 47, p. 21). 

Mehr als vier Doppeltangenten können sich nicht in einem Punkte 
schneiden, ohne dass derselbe ein Doppelpunkt der Curve selbst wird. 

Eine flüchtige Betrachtung der Charakteristiken genügt zu zeigen, dass 
es nicht zwei Gruppen giebt, die gar keine Doppeltangente gemein haben. 
Sei nfimlich 

a?f yv »C *iCi »iS« »sSs 
eine Gruppe, so erhalt man noch 30 Gruppen durch Vertauschungen, wie xy, 
Stj und xfj, yS. Ferner kann man wieder z. B. § mit irgend einer der 16 nicht 
in dieser Gruppe vorkommenden 9, /vereinigen; da (^xSst) nie (qoo)^ ^'^^ 
^x§9t nicht rational ist (indem 9 und / nicht in x§ vorkommen), so erhftlt 
man hierdurch noch 82 Gruppen; Jede der 63 Gruppen muss also mit der 



112 Roch, Dappeliangenien an Curten vietier Ordnung. 

ersten (xS) wenigstens eine Doppeltangenie geroein haben. Drei Gruppen, wie 

(cS yri *C «3^3 
(a.) xri y§ rs r^s^ 
xy St] tu tjUy 
umfassen nach dem Vorigen alle 28 Doppeltangenten. 

iyi^^) ist (000) 

Es giebt aber noch andere Systeme von drei Gruppen. 
Sei 

aby Oibi • . . 05^5 

eine Gruppe. Eine zweite sei (6c), c nicht in (ab) enthalten. Dann ist 
{y^abc) gerade, aber nach dem Frflheren entweder {]^baiC) oder (^bbic) un- 
gerade; denn die drei Gruppen ba, bai^ bbi enthalten alle Doppeltangenten. 
Daraus folgt, dass bi oder a^, ebenso dass 62 oder o, * • • &5 oder as mit in 
(bc) enthalten sind, so dass die Gruppe bc die Gestalt haben wird (da die 
Bezeichnung durch a oder b willkürlich ist): 

bCy biCi . . . 65C5, 

und es giebt nun eine dritte Gruppe, 

ca . . . c^Os^ 
so dass 

{yab.btCt.C2a2) = (oSo)' 

(s. Steiner, dieses Journal, Bd. 49, p. 268). 

Schreibt man irgend drei solchen drei Gruppen entsprechende Glei- 
chungen hin, wie (1.), also etwa 

M = yatbi+y^chK, 
|/6^= ybc+/b^. 



ic^ai = ]/ca+>/c,ai, 
so muss man die rechte Seite der durch Multiplication entstehenden Glei- 
chung durch die Gleichung (1.) rational machen können, denn die Producte 
-^a^b^.byCy.Cnan sind rationale Functionen und zwar von der dritten Ordnung; 
man erhfilt so 

wenn $ und « die in F{s,9)=^0 angenommenen Variablen. Diese Gleichung 
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wäre eine Transfonnation voo (1.) oder vermöge (1.) eine Identität; sie sagt 
aus, dass die 12 Berührungspunkte von irgend 6 Doppel tangenten a, b ... €h^ 
62 yon denen nicht zwei Paare zu einer Gruppe gehören, auf einer Curve 

dritter Ordnung liegen : f{s, «) = 0. 

Ein System wie (a.) giebt nicht zerfallende Curven f=0 einmal durch 
die 64 Combinationen ss^retu; dies sind Combinationen der Art, dass nicht 
irgend 6 Berührungspunkte, etwa von ztr auf einem Kegelschnitt liegen. Dies 

Würde — ^ — = 1344 Curven /a geben (abweichend von Hesse, Bd. 49, p. 324 

dieses Journals). Ferner rühren nicht zerfallende Curven von (a.) her, in- 
dem man Combinationen wie x^rstu bildet; dies ist 6.16 = 96 mal möglich; 
zu jedem System (a.) gehören also 160 eigentliche Curven f=0. 

Ein System der zweiten Art giebl solche nur auf 6.5.4 = 120 Arten. 

Die Gesammtzahl der Curven fi = 0^ die durch 12 Berührungspunkte 
gehen, ist übereinstimmend mit Hesse, 6048 (s. Steiner a. a. 0.). 

Es giebl offenbar ' o = 651 Systeme beider Arten im Ganzen*). 

Systeme S^. Nehmen wir 4 Gruppen, so dass die Summe ihrer 
Charakteristiken (000) ^^^' ^^ wären hier noch mehr Unterfälle zu unter- 
scheiden, je nachdein je zwei der Gruppen 4 oder 6 Doppeltangenten gemein 
haben. Ich unterlasse vorläufig diese Discussionen (Fragen, die Steiner am 
Ende seiner Abhandlung stellt); es genügt zu sehen, dass diese Hülfsmittel 
dazu ausreichen. Es folgt sofort, dass diese 16 Berührungspunkte solcher 
Doppeltangenten, welche Paare aus je einer solcher 4 Gruppen eines Systemes 
bilden, auf einer Curve vierter Ordnung liegen. Bezeichnen wir symbolisch 
durch die Anzahl der möglichen Gruppen zugleich irgend eine derselben; 
nimmt man eine Gruppe 63 und eine andere 62, so sind noch 60, die kein 
System Si bilden und daher 

63.62.60 Q-^. 

Systeme S«. 

Ebenso giebt es Systeme Ss von 5 Gruppen, xJi...WsSs^ bo dass 



*) Bildet man das (rationale) Product 

80 siebt man 9 dass alle Berührungspunkte der 28 Doppeltangenten auf 7 Kegel- 
schnitten K^en (s. Hessei dies«« Journal, Bd. 40, p. 260). 
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yoJiSi . . . iTgls = /(«, ä). Die Berührungspunkte von 5 Paaren von Doppeltan- 
genien, aus jeder Gruppe von Sg eines genommen, liegen auf einer Curve fünfter 
Ordnung. Die Anzahl findet sich, wie folgt. Nimmt man die Gruppen 63, 
62, 60 an, so giebt eine der übrigen 59 ein System S4; noch zwei bilden 
mit 60 und 63 oder 62 ein System S3, so dass 56 übrig bleiben, oder die 
Gesammtzahl der Systeme S ist: 63.62.60.56 ^ ^^^g^g 

Man kann so mit Steiner bis zu Systemen S^ und Sj gehen, für 
welche die in dessen Abhandlung angegebenen Eigenschaften stattfinden, und 
man findet: 

A - LI o 63.62.60.56.48 amAnAA 

Anzahl von S«: 77-r 7 =874944, 

4_ ii o 63.62.60.56.48.32 i%f\ne\r9AA 

Anzahl von S-^: =—5 z = 3999744. 

' 7.6.. . 1 

Wollte man ein System Sq bilden, so blieben 30 Gruppen, die kein S7 mit 

63 ... 32 bilden ; davon gehen 

5.4.3.2 ^ 5.4.3^ 5.4,. «a 

ab, welche mit 32 und 4, oder 3, oder 2, oder 1 der 63 . . . 48 ein System 
respective S^ . . . S^ bilden, d. h. es giebt keine Gruppe mehr, die nicht schon 
in diesen enthalten wäre, oder es giebt keine Systeme S^^ Sg . . . . 

Ausserdem giebt Steiner Sätze bezüglich der Kegelschnitte, welche in 
einem Punkte vierpunktig, in 2 anderen zweipunktig berühren. Dieselben 
lassen sich durch die Methoden, wie sie z. B. in „Sahnon, Kegelschnitte, über- 
setzt von Fiedler^ p. 403 angegeben sind, und wie Hesse erwähnt (Bd. 49, 
p. 262 dieses Journals), finden. Einige weitere von Steiner darfiber gegebene 
Sätze sind eine augenblicklich zu ersehende Folge der Erzeugung der Curve 
vierten Grades durch projectivische Kegelschnittsbüschel, die man durch zwei- 
mal je 4 Berührungspunkte (etwa von xy^ ^tj, ^xy^rj rational) legt. 

§. 4. 

Curven mit ^inem Poppelpunkte (p = 2). 

Der Ausdruck -g— wird jetzt ausser in den 10 Verzweigungspunkten 
in zwei Punkten 0^ in denen s = y, j5 = J. Functionen (p sind Ausdrücke 
erster Ordnung, die in diesen Punkten sind, oder ^ = sind durch den 
Doppelpunkt gehende Gerade. Sei a der Beräbningspmikt einer durch diesen 
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Punkt gehenden Tangente, einer nneigentlichen Doppeltangente, ß der einer 
zweiten, or = 0, j^=0 die Gleichungen derselben; dann ist 

2a=2ß = 
und 



(i ^ &(u-u'-a) jx_ 



*(w -«'-/*) r y 
die Bezeichnung der d^- Function im fräheren Sinne verstanden. In den zwei 
Punkten, welche in der Fläche T dem Doppelpunkte entsprechen, habe u^ die 
Werthe «i, wl'; Wj die Werthe Wj^ ^'U diese Punkte sollen die Punkte »', «" 
genannt werden. Seien a' . . . a^^ die Schnittpunkte einer Greraden , so ist 
offenbar: 

(«' +-..+ct'^') = (ti'+»"4-2a) = («'+«"). 

Fällt a'" mit «', a'^ mit a" zusammen, so wird die Gerade Tangente; es ist 
dann 

2(a'+0 = («*'+0, oder • a'+a" = i^^ + |, 

wo 2^ = 0. 

Seien ß*, ß" Berührungspunkte einer anderen Doppeltangente 



2 



SO ist 



wenn r = 0, < = die Gleichungen dieser Doppeltangenten sind. Es giebt 
16 Charakteristiken, also 16 Werthsysteme ?, 17 entsprechend den 16 Doppel- 
tangenten; darunter sind 6 ungerade Charakteristiken, entsprechend in (1.) 
den 6 durch den Doppelpunkt gehenden Tangenten. Sind a'. . . o'^, ß\ . . ß^^ 
resp. die Schnittpunkte zweier Geraden, so ist 

rational; eine in /3' . . • ß^^ unendliche Function enthält 4—2+1=3 Constante 

linear, also ist wenn ai«+6i» + Ci = in den Punkten ß, ^ , ,^ , ^ der 

allgemeinste Ausdruck einer in ß' ...ß^^ unendlichen Function, also mässen 
auch diese Functionen, für welche «'"»0'^ a"^ = a" in dieser Form entfaahen, 

15* 
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mithin in der That die i^-Ausdracke, die wir angegeben haben, geradlinigen 
Doppeltangenten entsprechen. 
Der Ausdruck 



r 

"T 






hat ersichtlich, wie es sein muss, in u* und n'' gleiche Werthe. Dagegen 
hat y ^ in u' und «" entweder gleiche oder entgegengesetzte Werthe. 

Es giebt fflr /7 = 2 15 Gruppen; die 6 ungeraden Charakteristiken 
lassen sich auf 15 Arten zu zwei combiniren; in jeder Gruppe ist daher ein 
Paar ungerader Charakteristiken. Die anderen 4 ungeraden Charakteristiken 
combiniren sich in jeder Gruppe mit 4 geraden ; es bleiben dann noch 6 ge- 
rade, die sich zu 3 Paaren ungerader Charakteristiken vereinigen; denn offen- 
bar sind hier in jeder Gruppe alle Charakteristiken enthalten. 

Jede Gruppe enthält 8 Paar eigentliche Doppeltangenten. |/-^ ist in ii' 
und v!' von gleich grossen oder entgegengesetzten Werthen, je nachdem ^ und 17 
beide gerade oder ungerade, oder eines gerade, eines ungerade ist. Die Paare 
}/r/, die in «' und «" gleiche Werthe haben, nennen wir erster Art, die an- 
deren zweiter Art. Es giebt in jeder Gruppe 4 Paare erster Art und 4 
Paare zweiter Art von Doppeltangenten. 

Betrachten wir 



"=/- 



dF 



Dasselbe wird in u\ u*' logarithmisch unendlich, etwa wie ^'log(«— J) und 
^"log(»--J); es ist 

ATA^' = 0, 
je nachdem ^rt erster Art oder zweiter Art ist. Sei ^rJi von derselben 
Gruppe und Art wie ^rt^ logarithmisch unendlich in u\ vi' wie Äi\g{z'-d)^ 
^l'log(a — (J), so wird: 



A[u-A'u.^A[f-^-A'f- 



ds ^ d$ 

m u' und «" anendäch sein. In dieselbe Gruppe wie ^rt gehört auch ein 



„ PJxyd 
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Product ^xy (s. (1.)). Das Integral 

I dF 

^ -er 

ist endlich. Nach dem algebraischen Fundamentalsatze, da p = 2^ besteht 
demnach eine Gleichung der Art: 

j(^y^+A[u'^A'u, = Const. 

oder 

a eine Constante. 

Ebenso besteht zwischen drei Paaren rt^ Ti^i, T}^ derselben Gruppe 
und Art eine lineare Gleichung mit constanten Coef&cienten : 

a^rt+ai^riti+ch^riti = 0. 
Paare uneigentlicher Doppeltangenten kann man gewissermassen sowohl erster 
als zweiter Art nennen. Es giebt 2.15 = 30mal je 5 Paare Doppeltangenten 
r = 0, / = 0, so dass zwischen den ^rt lineare Gleichungen stattfinden; bei 
p = 3 waren allemal je 6 solcher Paare; dies erklärt sich naturgemäss, da 
das Paar der uneigentlichen Doppeltangenten allemal doppelt zu rechnen ist. 

Die 8 Berührungspunkte von Doppeltangenten derselben Gruppe und 
Art liegen auf einem Kegelschnitt. 

Die 8 Berahrungspunkte von Doppeltangenten derselben Gruppe und 
ungleicjier Art liegen auf einer Curve dritter Ordnung, welche durch den 
Doppelpunkt geht und die gegebene Curve noch in 2 Punkten schneidet, die 
mit dem Doppelpunkte auf einer Geraden liegen. 

Sei nämlich g = diese Gerade, ]/rt, -^rJi entgegengesetzter Art, 
gleicher Gruppe, so kann man 



a 



Kh*) 



schreiben (s. Abhdig. §. 8), [{9,^) eine Function dritten Grades und dritter 
Ordnung. 



Diese Schreibweise ist auf unendlich viele Arten möglich, 2. B. irSrJ^ = '' ^ , 

jj eine andere durch den Doppelpunkt gehende Gerade. Dann ist f(ß,z!).g^ = fiCs,z).g 
eine Transformation der Gleichung F(^> i)ssiO. 
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16 15 14 
Es giebt im Ganzen ' ' =140 Combinationen der Art, dass 



]/r/ri<i rational ist; 60 davon geben je 8 Berührungspunkte, die auf einem Kegel- 
schnitte liegen ; 80 Combinationen liefern Curven dritter Ordnung fis, z) = 0. 

In jeder Gruppe giebt es ausser den 8 Paaren eigentlicher noch ein 
Paar uneigentlicher Doppeltangenten. Hier gilt der Satz: 

Die beiden Berührungspunkte dieser letzteren liegen mit den vieren eines 
Paares eigentlicher Doppeltangenten derselben Gruppe auf einem Kegelschnitt, 
der auch durch den Doppelpunkt geht. Es giebt 15.8 = 120 solcher Kegel- 
schnitte. 

Wir betrachten nun Combinationen von 6 Doppeltangenten or, = 0, ... 
Xf, = 0, so dass }/a;j . . . a?« rational durch s und z ausdräckbar ist. 

Hier sind folgende Fälle möglich: 

o^i = . . . Xe = si^d die 6 durch den Doppelpunkt gehenden Tan- 
genten. Dann ist ]/a;i...a?ü rational von dritter Ordnung, in u\ u' gleich 0^ 
und in den 6 Berührungspunkten Null. Diese rationale Function hat in u, u" 
gleiche Werthe, nfimlich Null; sie braucht also in ihrer Darstellung durch s 
und « keinen in u\ u* verschwindenden Nenner; die 6 Berührungspunkte 
liegen demnach auf einer Curve dritter Ordnung, welche mit der gegebenen 
Curve den Doppelpunkt als solchen gemein hat, deren Zweige die Zweige 
der gegebenen Curve im Doppelpunkte tangiren. 

Es seien 4 der x^. . . fl^e uneigentliche, 2 eigentliche Doppeltangenten. 
Es giebt 8.15 = 120 solcher Combinationen; die 8 Berührungspunkte liegen 
auf einer Curve dritter Ordnung, die den Doppelpunkt als solchen mit der 
gegebenen Curve gemein hat. 

Ferner giebt es Combinationen zweier uneigentlicher und vier eigent- 
licher Doppeltangenten; die 10 Berührungspunkte liegen auf einer durch den 
Doppelpuükt gehenden Curve dritter Ordnung. Es giebt — ' ^' ' — = 1680 
solcher Curven. 

Endlich mögen alle o^i . . . x^ eigentliche Doppeltangenten sein. Hier 
hat ya:i...ar6 in w', w" gleich grosse Werthe, wenn eine gerade Anzahl; ent- 
gegengesetzte Werthe, wenn eine ungerade Anzahl von ungeraden Charakte- 
ristiken in den a?i ... otc enthalten sind. Im ersten Falle liegen die 12 Be- 
rührungspunkte auf Curyen dritter Ordnung, im zweiten Falle auf Curven 
vierter Ordnung, die durch den Doppelpunkt gehen und noch in 2 Punkten 
schneiden, die mit dem Doppelpunkte auf einer Geraden g = Q liegen. Im 
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zweiten Falle nämlich kann man schreiben: }/a?i>..a?6== '^^'^^> - Beide Fälle 

9 

zusammen finden auf 4 o 3 4 5 Ä = 448 verschiedene Arten statt; dies theilt 
sich wie folgt: 

1. Fall: 6 ungerade gerade Char. Imal 

4 - 2 - - 45 - 

2 - 4 - . 195 - 

- 6 - - 15 - 

2. Fall: 5 - 1 - - - 

3 - 3 . . 120 - 

1 - 5 - - 72 - 

Es giebt daher im Ganzen 256 Curveu dritter Ordnung, 192 Fälle von Curven 
vierter Ordnung. Die Herleitung der einzelnen Zahlen wärde tn weitläufig 
sein. Keine dieser Curven zerfällt in niedere. 

Man erkennt ohne Schwierigkeit, dass es keine Combination von 6 
eigentlichen Doppeltangenten' giebt, für welche nicht ^Xi...Xq oder die Wurzel 
aus dem Product von 4 oder 2 der a?, . . . Xq rational wäre. Von complicir- 
teren Combinationen als den bisher betrachteten giebt es also nur solche mit 
eigentlichen und uneigentlichen Doppeltangenten. Der einzig noch mögliche 
Fall, der zu unzerlegbaren Curven führt, ist: 

4 eigentliche und 4 uneigentliche Doppeltangenten; ihre Berührungs- 
punkte liegen auf einer Curve vierter Ordnung, die mit der gegebenen den Dop- 
pelpunkt als solchen gemein hat. Dies islmOigUch auf ' ' ,. ' = 1680 Arten. 

Es giebt keine Systeme höherer Art als S4, im Steinerschen Sinne. 

Eine wie T verzweigte algebraische Function ^, die in m Punkten 
unendlich wird, enthält hier im Allgemeinen m— 1 Constante. Die Bedingung, 
dass ^ in u' und u" gleiche Werthe erlangen soll, lässt in ^ nur m—2 Con- 
stante willkürlich ; ^ enthält also dann so viel Constante linear, als es enthält, 
wenn ;? = 3, oder wenn die einzelne Curve F(*, a) = keinen Doppelpunkt hat. 

Hat die gegebene Curve vierter Ordnung zwei Doppelpunkte, so ist 
p = l. Die Ausdrücke der durch einen dieser Punkte gehenden Doppeltan- 
genten durch i9- Functionen sind sehr einfach anzugeben; bei der Darstellung 
der eigentlichen Doppeltangenten muss von der Bedingung Gebrauch gemacht 
w^erden, dass die darzustellende Function in den je zwei einem Doppelponkte 
entsprechenden Punkten der Fläche T gleich grosse (oder, da fdr Qiiiifarat- 
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wurzeln rationaler Functionen ausdrücken, auch entgegengesetzte) Werthe er- 
langt. Dadurch wird die Benutzung der ^-Function unbequem und bei drei 
Doppelpunkten, wo p = 0, giebt es gar keine ^-Functionen. In allen diesen 
Fällen aber kann man noch von unserem algebraischen Satze Gebrauch machen. 

Eigenthümliche Modificationen treten ein, wenn einige der ^-Ausdrflcke 
für eigentliche Doppeltangenten mit denen fflr die uneigentlichen Doppeltan- 
genten zusammenfallen, und sich also in Folge dessen die Anzahl die ersteren 
vermindert. Dies tritt z. B. ein, wenn der Doppelpunkt der Curve eine 
Spitze wird. 

Die Gleichungen F{8f &) = 0, fflr welche p^3 ist, die sich aber nach 
der einen Variabein s bis auf den zweiten Grad erniedrigen lassen, sind in 
den bisherigen Discussionen gar nicht mitbegriffen. Für solche Gleichungen 
sind die Functionen (p alle durch z allein rational ausdrfickbar. In den Glei- 
chungen vierter Ordnung F(«, ») = 0, für welche p = 3 ist, sind * und z selbst 
Functionen (p, diese Gleichungen können also gar nicht der eben erwähnten 
Art angehören, vielmehr werden sich Gleichungen dieser Art besser als spe- 
cielte Fälle höherer p betrachten lassen. 

Halle, 1864. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 
mit veränderlichen Coefficienten. 

(Von Herrn L, Fuchs.) 



JNach dem gegenwärtigen Standpunkte der Wissenschaft stellt man 
sich in der Theorie der Differentialgleichungen nicht sowohl die Aufgabe, eine 
gegebene Differentialgleichung auf Quadraturen zuräckzufflhren , als vielmehr 
die, den Verlauf ihrer Integrale, für alle Punkte der Ebene, d. h. fär alle 
Werthe der unbeschränkt Verfinderlichen aus der Differentialgleichung selbst 
abzuleiten. Die Analysis lehrt eine Function determiniren, wenn man das 
Verhalten derselben in der Umgebung derjenigen Punkte ermitteln kann, für 
welche sie unstetig oder mehrdeutig wird. Es ist daher die wesentliche Auf- 
gabe bei der Integration einer gegebenen Differentialgleichung, die Lage dieser 
Punkte und das Verhalten der Integrale in deren Umgebung festzustellen. — 
In diesem Sinne haben Briot und Bouquel im Journal de Tecole polytechnique 

cah. 36 die Differentialgleichungen der Form F(y, -^A = behandelt, wenn 
F(y, -j-) eine ganze Function von y und -^ bedeutet. — In den Abhand- 
lungen der Societät der Wissenschaften zu Göttingen vom Jahre 1857 hat 
Riemann die Differentialgleichung hergeleitet, welcher die durch die Gawische 
Reihe F{a^ß,YyX) darstellbaren Functionen genOgen; und man kann umge- 
kehrt die dortige Abhandlung als eine solche ansehen, wodurch die Integration 
jener Differentialgleichung geleistet ist. — Im Folgenden erlaube ich mir 
einige Ergebnisse einer Aber lineare Differentialgleichungen mit veränderlichen 
Coefficienten angestellten Untersuchung mitzutheilen, zu welcher ich durch das 
Studium der Afemaitiischen Abhandlung veranlasst wurde. Es ergab sich, 
dass die Integrale einer beliebigen linearen Differentialgleichung, welche kein 
von der abhängigen Variabein freies Glied enthält, bei Umläufen um die sin- 
gulären Punkte sich wie Potenzen und Logarithmen verhalten (No. 3). Von 
besonderem Interesse sind diejenigen linearen Differentialgleichungen, deren 
aämmtHche Integrale mit einer bestimmten endlichen Potenz von x—a multi- 
plicirt fOr ar=:=a endlich bleiben, fflr jeden endlichen Werth von a^ und mit 

Joumml fOr Mathematik Bd.LXVL Heft 2. 16 
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ener be^mmteik Potenz tob — B«lüplicirt für x= x dieselbe Eigenschaft 

beHtxea. Dire Fom ist m Xo. 4 md 5 ToUstandig festgestellt Ein spe- 
ciefler FaR ßtser Klasse \em DifereBfialgleicIiiuigen ist die voü Riemann in 
ier eöea^rvihales Ahkmßmm frfcilTfM Diiereotialgleichiiiig, so dass die 
ElrtttsehAten ier drmca äe g— ucke Reihe darstellbaren Functionen, von 
•ienen Riemamm sKsetbL wmA tob eiaen aaderen Gesichtspunkte aus als den- 
feib<»fl diankten^äscft erkaaat werde« \o. 6). Zu derselben Klasse von Diffe- 
r^atiji^eicavuea zetenw aack diejeugeo liaearen Differentialgleichungen, 
weU-ä^a aar alfebraiädke Faac t io ac a geaagea. — Im Sommer 1863 hielt 
Weienirmu eiae Variesaaoe iber Ateis€ke Fanctiooen, worin er als Einleitung 
lue Faadaaieate der Theorie der Gaearea Difereatialgleichungen entwickelte. 
Dieser Vvlesaag werde ick aicfc ia der Art der begrifflichen Feststellung der 
late^nraie eiaer Baearea D Ü e f e a t ii Mefcfcaag^ wie sie in No. 1 angedeutet ist, 
iai \Ve;seatfickea aasckficsHa. — Die Torfiegeade Arbeit ist, von einzelnen 
kier «igekacklea Ve n g iafa cl a a gfa aad Zasitiea abgesehen, luerst im ^Pro- 
acrMim der ^Udtbckea Gewerkcackale la Berlia, Ostern 1865^ erschienen. 



Es $ei: 






eiae Uaear^ DifewrtW^Wkliaag mT Ordaaag, deren Coeffidenten pi, p,, • . • p« 
F^MCiK^aea T\m jr MdL die iaaerkalb eiaes eiafack usammenhangenden Flftchen- 
ili^ib r der jr Eke^e aar ia eiaer eadlickeii Anzahl von Punkten unstetig 
wvfde«^ M lekr^cea aber iaaerkalk dieser Flidie eiadeutig und continuirlich 
^^. l^jeaiy^B i^Mkle iaaerkalb 7« fir wekhe eine oder mehrere der 
F^ae^hMea f aa3le% s«ad^ wardea wir im Folgenden, nach dem Vorgange 
x^na HVn'nrffiWf- $iBf«l*re Paakia aeaaee. — Es sei femer x» irgend ein 
INiakt i^ r aad aai deaselbea eia Kreis kesckriebea, wdcher sich bis zum 
aA^'k^lea f^y^a^'^^'»^ PMkle etsIreckK so keaeidiaen wir das durch diesen 
Km.^ aM«WM»* KMkkea^ekitl. ekealaUs aach ITeJertlratt, als die ümge- 

kaii« de* l^militw if^^ 

M ttM ^» ^ PMkK der aickt aa dea singaliren gek&rt, so giebt es 
muvrliYifr f ^t^ ^ ^ Vn^r^kaag desaalkaa Qberall eadliehe, eindeutige und 
»wHnnirti^-ht KMii'ttM y» wtkkt der DitwealialgleickaBg (1.) genOgt und so 
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ui/ du rf"**""^ fi 

beschaffen ist, dass y, -^, -j^, • • J; für aj = a?,j beliebig gegebene 

Werthe annehmen. Dieses lässt sich folgendermassen beweisen: 

In der Umgebung von o^j innerhalb T seien die Maxima der Moduln 
der Functionen pi, pj, . . . p« resp. J!f,, Jlfj, . . . ^«. Ist «i def dem Punkte 
05^, zunächst liegende singulare Punkt, und setzt man mod(ai--a?o) = r, und 

M. M^ Mm 

x-x '"^'' x-x ""^^^ ' * ' x^x ""^'"^ 

r r r 

SO ist bekanntlich (s. Briot et Bouquet Journal de Tecole polytechnique cah. 36 
pag. 137) fär jedes ganzzahlige a 

"•«<^)<(^).- ■»»<^).<(^).. - "■»<s?)<(^).. 

wo wir mit {f{x)\ den Werth einer Function ^(x) für a? = a?„ bezeichnen. 

Die sämmtlichen Ableitungen einer der Differentialgleichung (1.) ge- 
nügenden Function y lassen sich auf die Form bringen: 

(2-) -0 = au(^)-^ + 5a..(a^)-£^+-+2t^(ar).y, 

worin die Grössen 31 sich aus den Grössen p und deren Ableitungen durch 
die Operationen der Addition und Multiplication zusammensetzen. 
Man bilde nunmehr die Differentialgleichung 

so lassen sich die sfimmtlichen Ableitungen einer derselben genflgenden Function 
u in der ähnlichen Form 

darstellen. Die Grössen SB werden aus den entsprechenden Grössen 21 abge- 
leitet, indem man an die Stelle einer jeden Function p und ihrer Ableitungen 
die entsprechende Function (p und ihre entsprechenden Ableitungen setzt. Hier- 
aus folgt, dass 

S3ai(^ü) > iüoA%a{x^), »02(0!«)) > mod2r,,(a:i,), . . . »amCa:«) > moA%J,x^). 
Wenn sich daher eine in der Umgebung von a^ eindeutige, continuirliche und 
endliche Function u bestimmen lässt, der Art, dass sie der Differentialgleichung (3.) 

genügt, und dass für x ;= iCb die Grössen ii, ^, ^, . . . ^^ beliebig ge- 
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gebene positive Werthe annehmen, so existirt auch eine in der Umgebung von 
0^0 eindeutige, continuirliche und endliche Function y von der Beschaffenheit, 

dass sie der Differentialgleichung (1.) genügt, und dass y, ^, ^, . . . ^^^^ 
für x=^Xii beliebig gegebene Werthe annehmen. 

Setzt man - 
die Gestalt bringen: 



SR —— X 

Setzt man ^ = a, so lässt sich die Differentialgleichung (3.) auf 



(3».) (1-*)^ = ^,rg^ + 3f,r'£^+-+ilf.r-«. 
Versucht man dieser Differentialgleichung durch eine Reihe von der 

OD 

Form » = ^«6.2' zu genügen, so findet man für jeden ganzzahligen Werth 
von k die Relation : 

(f»+*)(m+Ä-l)...(ÄH-l)6^t = 
. («»+&-l)(«+&-2) . . . (Ä+l)[Ä+3f,r].6,+._. 
^ -h Jlf,r'.(i»+Ä-2)(m+&-3) . . . (&+l).ft.+i_. 

Nimmt man daher 6,,) ^i^ • • • &m-i positiv an, so sind alle Grössen b 
positiv, und es ist 6«+* = — '-ri"**-»+*-i+V^^ ^^ V^ ®^® positive Grösse ist. 

fn "T" n 

Man kann annehmen, dass Mir^m. Denn wenn dieses nicht statt- 
findet, so bleiben alle vorhergehenden Schlüsse a potiori gültig, wenn man 
Ml so gross annimmt, dass dieser Bedingung Genüge geschieht. 

Daher ist Ä«^.* > 6^^.*.i für jedes ganzzahlige Ar, d. h. die Grössen b 
wachsen mit ihrem Index, und deswegen ist ^ nicht unendlich, wenn r<;*, 
für alle Werthe von r und s, 

Dividirt man die Gleichung (5.) durch 

so erhält man 
fem-f* ^ k-^-M^r Jf,r* *5±!zL r j ^mt^ fr* 



Hieraus folgt 

lim 



UmT4=±i- = l mr ft=-oo. 



mithin ist 



&„+* >»*•*•* 

6«+*-!.»*+*-» 
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OD 

d. h. die Reihe u=^2ab^.%/^ ist convergent, so lange der Modul von j5 kleiner 
ist als 1; oder die Differentialgleichung (8.) hat innerhalb T ein in der Um- 
gebung von o^j gflltiges Integral der Form ^^04(0:— a^j)% derart dass Co, Ci, 

C2, ... c,_i oder auch «,, (^)^, (d^i' ' ' ' (s?^)o ^^^^^^^%^ positive 
Werthe erhalten können. — 

Hiermit ist die Existenz einer Function y von der oben angegebenen 
Beschaffenheit erwiesen. — 

Umgiebt man jeden der singulären Punkte mit einem beliebig kleinen 
endlichen Kreise, so ist der übrig bleibende Theil der Flache T, der T heissen 
möge, eine mehrfach zusammenhangende Fläche. Ziehen wir von jedem Kreise 
aus eine sich selbst und die flbrigen nicht schneidende Linie, z. B. eine gerade 
Linie, bis zur Begrenzung von T, so wird die Fläche T durch (fiese Quer- 
schnitte in eine einfach zusammenhangende T" zerlegt. Innerhalb dieser 
Fläche lässt sich die eben definirte Function y nur auf eine Weise fortsetzen, 
so dass man eine innerhalb der Fläche T*' eindeutige, continuirliche und end- 
liche Function y erhält, welche der Differentialgleichung (1.) genügt und so 

beschaffen ist, dass für einen Punkt ajg dieser Fläche y^ ^, ^, . . . -j^^ 
beliebig gegebene Werthe annehmen. 

Geht man in T" von x^ aus und kehrt nach einer oder mehrmaliger 
Ueberschreitung eines oder mehrerer Querschnitte nach x^^ zurück, so erhalten 
y und dessen Ableitungen im Allgemeinen von den ursprünglichen verschiedene 
Werthe. Mit diesen als Anfangswerthen ist innerhalb T' eine im Allgemeinen 
von y verschiedene Function bestimmt. Auf diese Weise erlangt man im 
Allgemeinen unendlich viele solcher Functionen. Denkt man sich die Fläche 
T von unendlich vielen Blättern bedeckt, alle mit denselben Querschnitten, 
und jedem dieser Blätter eine solche Function (einen Zweig) zuertheilt, so 
hangen diese Blätter längs der Querschnitte so zusammen, dass wenn x in 
der Fläche T' einen Querschnitt überschreitet, sich ein Zweig continuirlich in 
einen anderen der unendlich vielen Zweige fortsetzt, da die Werthe der Functio- 
nen in T' zu beiden Seiten eines Querschnitts im Allgemeinen von einander 
verschieden sind. 

Hiermit ist der Verlauf eines Integrals der Differentialgleichung (1.) 
innerhalb T vollständig bestimmt, wenn in einem Punkte dieser Fläche für y, 
^^ di^^ ' ' ' rfa^m-^i beliebig gegebene Anfangs wertiie festgesetzt sind. 



126 



Fuchs, sur Theorie der lütearen Differentialgleichungen. 



«. 






d'"-^y 



Wenn man im Punkte a?o der Fläche T' für y, -^, . , , dx^^-i 
m verschiedene Werthsysteme festsetzt, so erhält man m particuläre Integrale 
yi9 ^i? • • • ^m- Wir wählen, was offenbar immer möglich ist, diese Werth- 
systeme so, dass die Determinante: 



D = 






daf^^ 



tf"-*y« 



(te-^* 






d"-^ym 



y2 



y« 



Alsdann kann jedes Integral tj, welches da- 
. ^_^ für aj = a?o resp. die be- 



für a? = a?(, nicht verschwindet. 

durch bestimmt ist, dass t], -^, -^-?-, 

liebig gegebenen Anfangswerthe i/^,, iy|,, t/^,', . . . i?f,*~'^ annehmen, als lineare 

homogene Function von y,, j/a, • • • y« mit constanten Coefficienten dargestellt 

werden, also 

(1.) rj = C|yi+C2y2+ — + c«y«, 

wo Ci, C2, ... Cm Constanten sind. 

Denn unter der gemachten Voraussetzung liefert das System linearer 
Gleichungen : 

rio = Ci(yi)u + Cato H h Cm(y«)o, 

* = 4^)+<-s-).+-+«-(^).' 



,r-' = «.(^)+<^(^)+-+«.(^X. 

für C|, Cj, ... c« endliche und bestimmte Werthe; und wenn die Function rj 
nebst ihren m— 1 ersten Ableitungen mit der Function Ciyi + C2y2+"' + c„y^ 
und deren entsprechenden Ableitungen tdr x = x^ übereinstimmt, so findet nach 
der vorigen Nummer diese Uebereinstimmung f&r alle Werthe von x statt. 

Ein solches System von Functionen jfi, jfj, ... p„, für welches die 
Determinante D in einem innerhalb T* liegenden Punkte nicht verschwindet, 
durch welches sich also alle particulären Integrale in der Form der Glei- 
chung (1.) ausdrücken lassen, werde ich im Folgenden ein Fundamentalsystem, 
und yi, ^2, ... y^ dessen Elemente nennen. 
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Jeder Zweig einer Function y kann als ein particuläres Integral inner- 
halb T" mit bestimmten Anfangswerthen angesehen werden, und lässt sich 
daher als lineare homogene Function von ^i, ^2? ••• ^m mit constanten Co- 
efficienten darstellen. 

Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Zwischen je m+1 Zweigen derselben Function g findet eine lineare 
homogene Gleichung mit constanten Coefßdenten statt. 

Denn es seien y, y\ y", . . . y^*^ m+1 solche Zweige, so hat man 
folgende m+1 lineare Gleichungen: 

y = ci y, + C2 y2+-+c« y«,, 

y' = cl yi+c; y2+--+cl y«,, 

y = cj yi+cj y2+**'+Ci» y«, 

wo die Grössen e sämmtlich bestimmte Constanten sind. Eliminirt man aus 
denselben die Grössen y,, yj, ... y«^ so ertialt man als Eliminationsresultante 
eine lineare homogene Gleichung zwischen y^ y\ ... y^""^ mit constanten 
Coefficienten. 

Um einzusehen, dass bei der Bestimmung einer Function, welche der 
Differentialgleichung (1.) der vorigen Nummer genügt, der Ausgangspunkt oc«, 
gleichgültig sei, muss noch gezeigt werden, dass 

die Determinante eines Fundamentalsystems für die ganze Fläche T end- 
lich und eon Null verschieden ist. 
Aus den m Gleichungen: 

(2.) {~^ = /'x-it?^+/>»-5^+-+p«y., 

folgt: 

wo Z)' ans D erhalten wird, wenn man ^^r t . ^* , ••• j^m-P •*•?• 
durch -^, -^, • • • ^^ ersetzt. Bekanntlich ist D' die Ableitung von 
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Df daher ist 






dx 



(3.) D ^ C.e^'''\ 

wo C eine Constante bedeutet, die durch die Aufangswerthe von ffi^ yi^ - - - tfm 
und ihre Ableitungen fflr x=Xu bestimmt und der Voraussetzung gemäss von 
Null verschieden ist. Dajpidx nur för einen singulären Punkt unendlich 

werden kann, so folgt, dass e^^^^"" und folglich auch D innerhalb T' flberall 
endlich und von Null verschieden ist. 

Hieraus folgt' auch, dass wenn die Functionen yi, ^2? • . ffm ein 
Fundamentalsystem bilden, sie noch ein solches System ausmachen, wenn man 
jede derselben auf demselben Wege innerhalb T um singulare Punkte herum 
bis zu dem Punkte Xo zurfick fortgesetzt hat. 

Die gegebene Definition eines Fundamentalsyslems kann auch durch die 
folgende ersetzt werden: 

Ein System von Integralen iji, ^2, . . . 17« bildet ein Fundamentalsystem, 
wenn eine Gleichung der Form 

für keine endlichen bestimmten Werthe der Constanten Cj, C2, ... c« Statt 
haben kann. 

Denn es sei yi, ^2, ... y^ irgend ein Fundamentalsystem (im Sinne 
der ersten Definition), so darf man setzen: 

Vi = /ii^i 4-/12^2 + •+/;•»«, 
V2 = f^iVi+fnyi^ Vfi^y^^ 



wo die Grössen f Constanten sind. — Die Determinante 

In /12 ... /im 



/21 /a 



22 



/»l fma . • . gm 

darf nicht verschwinden, da sonst zwischen iji^ 1729 • • • T?« ^^ne lineare ho- 
mogene Gleichung mit constanten Coefficienten Statt finden mflsste. Daher 
lassen sich jfj, yt^ . . ^ jfm nnd folglich alle particalfiren Integrale der linearen 
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Differentialgleichung als lineare homogene Functionen der Grössen ^i? 772? •* ^m 
mit Constanten Coefficienten darstellen. Dieses erfordert aber, dass die De- 
terminante 

• • Vi 



V2 



daf^~^ dof^"^ 

innerhalb T fiberall endlich und von Null verschieden ist. Hierdurch ist die 
Uebereinstimmung der beiden Definitionen erwiesen. 

Bekanntlich kann man folgendermassen verfahren, um m particulftre 
Integrale der Differentialgleichung 



rfx"-' 


d"-»i7, 






d"-'i;- 


d— 'l?m 



(4.) 






•+P«» 



zu erhalten. Es sei y^ ein particulares Integral derselben, welches nicht 
identisch verschwindet, und man setze 

so genfigt j5 einer linearen Differentialgleichung m—1*^' Ordnung 



(5.) 



dr-H 



d~-^» 






•+g«,_i.Ä. 



Es sei j5| ein particulares Integral dieser Differentialgleichung, welches 
nicht identisch verschwindet, so ist 

V% = Vif^idx 
ein zweites particulares Integral der Differentialgleichung (4.). Man setze 

Ä = üißudx, 
so genagt u einer linearen Differentialgleichung m— 2*'*' Ordnung 



(6-) 



r#"»— 2-, 



= r, 



d-- % 



-rj 



d*""^!! 



•+r^2«. 



Ist tii ein particulares Integral dieser Differentialgleichung, welches nicht 
identisch verschwindet, so ist 

»2 = ^ißUidx 
ein zweites particulares Integral der Differentiafgleichnng (5.) und 
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Vi = %ifdx,%^Ju^dx 

ein drittes particuldres Integral der Differentialgleichung (4.). Fährt man so fort, 
so gelangt man schliesslich zu einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung : 

und man erhält auf diese Weise m particuläre Integrale der Differentialglei- 
chung (4.). 

Wir behaupten nun, 
d(ue die so erhaltenen particulären Integrale ein Fundamentabystem bilden. 

Ohne der Allgemeinheit zu schaden, nehmen wir m=3 an. In diesem 
Falle ist die Differentialgleichung (6.) erster Ordnung. Bildeten nun yi, ^2, y^ 
kein Fundamentalsystem, so hätte man eine Gleichung: 

(8.) Ciyi+C2yiJzidx + c^y,jdx.ZijUidx = 0, 

wo Ci, C2, C} Constanten sind, die nicht sämmtlich verschwinden. Da yi nicht 
identisch verschwindet, so darf man diese Gleichung durch y^ dividiren; diffe- 
rentiirt man alsdann, so erhält man 

C2Ä,+ CjJ5i/tfirfa? = 0. 

Da J5i nicht identisch verschwindet, so darf man wieder durch iSi di- 
vidiren, und erhält alsdann durch Differentiation 

cjiii = 0. 
Da nun tii nicht identisch verschwindet, so hätte man C3=0. Es mflsste 
alsdann 

Ciyx+ c^yij^iidx = 

sein. Hieraus würde auf ähnliche Weise folgen CjjSi = 0, und daher Ci = 0, 
und folglich auch Ci=:0. 

Es ergiebt sich also, dass die Gleichung (8.) nicht bestehen kann, und 
dass daher die auf die angegebene Weise ermittelten Integrale ein Fundamen- 
talsystem bilden. 

Bemerkenswerlh ist die Form, in welche sich die Determinante Dy 
welche wir die Determinante des Fundamentfüsystems yi, y,, ... y» nennen 
wollen, mit Hülfe der Integrale yi, iSi, tii, ... w bringen lässt. 

Es ist nämlich 

(9.) D = c.yr.*r*.tc~'. .«>, 

wo C eine Canstante bedeutet. 
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Dieses wird folgendermassen bewiesen. In der Differentialgfleichung 
(5.) ist, wie leicht zu sehen, 

Bezeichnet man die Determinante eines Fundamentalsystems der Differential- 
gleichnng (5.) mit Di, so folgt nach dem Gesetze der Gleichung (3.) 

d. h. nach Gleichung (3.) 

(10.) D, = C\yT-.D, 

wo C und C Constanten sind. Ebenso folgt, wenn man mit D2 die Deter- 
minante eines Fundamentalsystems der Differentialgleichung (6.) bezeichnet, 

(11.) A - c".»r^-^*>.A = c'^y'r.^r^'^'KD. 

Indem man so fortfährt, ergiebt sich die Richtigkeit der Gleichung (9.). 

Wir werden später von diesem Satze eine wichtige Anwendung 
machen. 



Nach No. 1 kommt die Aufgabe der Integration einer linearen Diffe- 
rentialgleichung auf die Untersuchung der Frage hinaus, was aus einem belie- 
bigen durch die Anfangswerthe in einem Punkte oco bestimmten Integrale wird, 
wenn man es innerhalb T' um einen singulären Punkt herum bis zum Punkte 
Xii zurück fortsetzt. 

Es genügt zu diesem Zwecke, das Verhalten irgend eines Systems von 
Fundamentalintegralen zu untersuchen. Es sei daher yi, y^^ ... y^ ein Fun- 
damentalsystem der Differentialgleichung: 

wo über die Coefficienten p dieselben Voraussetzungen gemacht werden, wie 
am Anfange der No. 1. Ist alsdann u irgend ein Integral der Differential- 
gleichung (1.), so darf man setzen 

(2.) u = Xiyi + X2y2-\ \-x„y^, 

wo a?i, 0:2«) • • • ^«1 Constanten sind. — Nach einem Umlaufe um einen sin- 
gulären Punkt a mögen die Functionen yi, ^2? • • ym i^^sp. übergehen in yi, 
y'i'i •• y'mf so hat man nach der vorigen No. ein System von Gleichungen: 

17» 
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(3.) 



y'i = «iiyi+««y2+-+«i«y,, 
y'i = <hiyi+th2yt-\ — hth^ym, 



\y'm = «-i9i+«.jjf2H — l-«««y., 
wo die Grössen «,« Constanten sind. — Nach einem Umlaufe um den Punkt 
a geht alsdann u über in 

■»Hl m 

Wir wollen Xi , a?2 ? • • ^m so bestimmen, dass 

u' = co.t« 

wird, wo CO eine Constante bedeutet. Multiplicirt man zn dem Zweck die Glei- 
chung (2.) mit (o und subtrahirt sie alsdann von der Gleichung (4.), so ergiebt 
der Umstand, dass zwischen y^, jf2 9 • * • jfm keine lineare homogene Relation 
mit Constanten Coef&cienten stattfindet, zur Bestimmung von xi^ a^, ... x^ 
das folgende System von Gleichungen: 

Xi{aii — w) + X2a2i H hx^a^i = 0, 

\Xiai2 +X2(«22— ö')H ha:^««2 = 0, 



(5.) 
Ist (o eine Wurzel der Gleichung 



(6.) A = 



«12 «22 — tt> 



= 0, 



«ml 

«m2 

««« — CÜ 



«li» «2m 

SO lassen sich die Grössen o^i, Xs, . . . x^ so bestimmen, dass sie nicht alle 
verschwinden. Die Determinante 

d = 



«j 



11 



«21 



«12 
«22 



«1« 
«2« 

««« 



«ml «m2 . . 

ist von Null verschieden, da nach der No. 2 die Functionen y',, yi, ... yl, 
ebenfalls ein Fundamentalsystem bilden. Hieraus folgt, dass die sftmmtlichen 



Fuchs, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 133 

Wurzeln der Gleichung (6.) von Null verschieden sind. Setzt man daher 

und legt dem r einen der unendlich vielen und um ganze Zahlen ver- 
schiedenen, endlichen Werthe bei, welche diese Gleichung befriedigen, so 
wird uix—a)"'' in der Umgebung von a eindeutig. 

Wir nennen die Gleichung (6.) die zum singulären Punkte a gehörige 
Fundamentalgleichung. Diese Benennung wird gerechtfertigt durch folgenden Satz : 

Die Coefficienten der nach Potenzen eon lo entwickelten Gleichung (6.) 
gind eon der Wahl des Fundamentalsystems unabhängig. 

Es ist nämlich der Coefficient von w" der Gleichung ^ = bekannt- 
lich die Summe der Hauptunterdeterminanten der k^""" Ordnung der Deter- 
minante S. Es sei nunmehr iii, tia, ... u^ ein neues Fundamentalsystem, 
welches mit dem vorigen durch die m Gleichungen 

wo die Grössen k Constanten sind, zusammenhängt, man setze die Substitution 

All AF|2 ... Äi„ 

A3I k22 ... Ihm 



(K) = 
mit der Substitution 

{A) = 



kml k^2 • • • Ä«« 

«11 «12 ... «Im 

|«2I «M ... «2m 



ml «m2 ... «m_, 

zusammen und die resultirende Substitution mit der inversen Substitution von 
(Ä), die wir in üblicher Weise mit {K^^ bezeichnen wollen. Alsdann ist 
die Summe der Hauptunterdeterminanten der k*^" Ordnung derjenigen Deter- 
minante, welche aus den Elementen der Substitution (K){Ä){K)''^ gebildet 
wird, der Coefficient von co* in der Gleichung ^' = 0, welche an die. Stelle 
von ^ = tritt, wenn man das Fundamentalsystem yi, y,, ... y,, durch das 
Fundamentalsystem Hi, U2, ... u^ ersetzt Nach einer bekannten Eigenschaft 
der Unterdeterminanten (vergl. Brioschi Determinanten §. 7 Formel 61) er- 
giebt sich nun ohne Mähe, dass dieser Coefficient gleich ist dem Coefficienten 
von CO* in der Gleichung ^ = 0. 
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I. Es seien die Wurzeln der Fundamentalgleichung (6.) €01,0)2, ... co^ 
alle von einander verschieden, so ergiebt die Substitution jeder derselben in 
das Gleichungssystem (5.) ein Werlhsystem x , a?2, ... x^. Das zur Wurzel 
w^ gehörige Werlhsystem dieser Grössen sei c^i, c^, ... c^^, so liefert die 
Gleichung 

(7.) tta = c«iyi+Ca2jf2+--+c.^yi für a=l, 2, ... w 

m Functionen iii, i«,, ... u^, welche ein Fundamentalsystem bilden. Denn 
setzt man 

(8.) cü. = c • , 

so ist «..(aj—a)""^* in der Umgebung von a eindeutig. Man hat daher 

wo y. eine nach ganzen Potenzen von a?— a und von (o?— a)"* fortschreitende 
Reihe ist. — Da aber die Differenz zweier der Grössen r^, rj, ... r« weder 
Null noch eine ganze Zahl ist, so kann eine Gleichung der Form 

wo Ci, C2, . . . C^ Constanten sind, nicht bestehen, ohne dass diese sfimmtlich 
verschVvinden; woraus sich ergiebt, dass tii, ih? ... u^ ein Fundamental- 
system ist. 

Wir erhalten also den Satz: 

Im Allgemeinen gehört zu jedem singulären Punkte a ein Fundamental^ 
System tin Us? . . . t^,»^ dessen sämmtliche Elemente mit Potenzen eon x—a 
multiplidrty in der Umgebung eon a eindeutig werden, so dass 

(9.) u, = {x-af'.(p,, U2 = {x-ay\(p2^^ . . . ti« = (a:-a)Vy., 

iro /ti, /r,, . . . &M bestimmte endliche Grössen und 9>i, 92, . . . (p^ in der 
Umgebung eon a eindeutige Functionen sind. 

II. Wir nehmen jetzt an, es seien Wurzeln der Fundamentalgleichung 
(6.) einander gleich, und zwar seien li Wurzeln gleich w^, ^ Wurzeln gleich 
CO2, etc. iL, Wurzeln gleich 01,, wenn Wi, coj, . . . co, die von einander ver- 
schiedenen Wurzeln bedeuten, so dass ii+^H f-^« = i»- Bezeichnen wir 

mit e' die Function, in die irgend eine Function e nach einem Umlaufe um 
den Punkt a Obergeht, so gilt folgendes Theorem: 

Ist o) eine l fache Wurzel der Fundamentalgleichung (6.), so gehört 
zu derselben eine Gruppe eon Integralen eon folgender Eigenschaß: 
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(10.) /^3 = ">3lttl+tt>32tt2 + tt>««3, 



WO die mit zwei Indices versehenen Grössen io Constanten sind. Die au den^ 

verschiedenen Wurzeln C0|, coj, . . . co. gehörigen Gruppen von Integralen con^ 

stituiren zusammen ein Fundmentalsystem. 

Um diesen Satz zu beweisen, verfahren wir folgendermassen : Es ist 

oben die Existenz eines Integrals nachgewiesen, welches nach einem Umlaufe 

um den singulären Punkt a übergeht in sich selbst multiplicirt mit oij, be- 

1 
zeichnen wir dasselbe mit tii. Es ist offenbar erlaubt, das Fundamentalsystem 

(919^29 •• 9») 9 ^^^ ^^^ ^^^ ausgehen, durch ein zweites zu ersetzen, in 
welchem ti| an die Stelle eines der Elemente y getreten ist. Giebt es eine 
zweite Wurzel der Gleichung (6.), die gleich cO| ist, so fflhrt ein Verfahren, 

welches demjenigen ähnlich ist, das wir oben bei den Gleichungen (2.) bis (5.) 

j 
angewendet haben, zur Bestimmung eines Integrals U2 als lineare Function der 

Elemente des zweiten Fundamentalsystems derart, dass 

«2 = CÜ2iWl + Ö>l«29 

wo (02i eine neue unbestimmte Constante ist. Es ist alsdann erlaubt, das zweite 
Fundamentalsystem durch ein drittes zu ersetzen, in welchem U2 an die Stelle 
eines der m—i Obrigen Elemente y getreten ist. — Ist eine dritte Wurzel der 
Gleichung (6.) gleich co^, so wird man ein Integral Uj als lineare Function 
der Elemente des dritten Fundamentalsystems bestimmen können, derart dass 

1 ^ II II I 

I I 

WO CO31, CO32 neue unbestimmte Constanten sind. Es ist wieder erlaubt, das 
dritte Fundamentalsystem durch ein viertes zu ersetzen, in welchem u^ an die 
Stelle eines der noch Obrigen »1—2 Elemente y getreten ist. Fährt man so 
fort, so wird die Existenz einer Gruppe von itj Integralen, die zur Wurzel co^ 
gehört und die im Satze characterisirte Beschaffenheit hat, nachgewiesen, und 
zu gleicher -Zeit ein Fundamentalsystem hergestellt, worin l^ der Elemente y 
durch die Functionen dieser Gruppe ersetzt sind. Indem man nunmehr von 
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diesem Fundämentelsysteme ausgeht, wird ebenso die Existenz der zur Wur- 
zel a>2 gehörigen Gruppe von Integralen nachgewiesen, und es wird möglich 
sein, ein Fundamentalsystem herzustellen, welches die zu den Wurzeln cO| und 
ü)2 gehörigen Gruppen von Integralen als Elemente enthält. Indem man von 
diesem Fundamentalsystem ausgeht, und so fortfährt, wird schliesslich gezeigt, 
dass zu jeder Wurzel co^ der Gleichung (6.) eine Gruppe von k^ Integralen 
mit den im Satze angegebenen Eigenschaften gehöre, und dass alle Gruppen 
zusammen ein Fundamentalsystem bilden. 

Aus diesem hier angedeuteten Verfahren geht zugleich hervor, dass 
die mit doppeltem Index versehenen Grössen co der Gleichungen (10.), wenn 
sie nicht verschwinden, willkürliche Werthe annehmen können. 

Als Corollar zu diesem Theoreme ergiebt sich ein Satz, welcher das 
Verhalten der Elemente eines Fundamentalsystems, folglich eines jeden Inte- 
grals, in der Umgebung eines beliebigen singulären Punktes kennen, lehrt, in 
dem Falle, dass die zu diesem Punkte gehörige Fundamentalgleichung gleiche 
Wurzeln hat: 

Ei sei a irgend ein singulärer Punkt ^ und van den Wurzeln der 6u~ 
gehörigen Fundamentalgleichung seien li gleich coi, I2 gleich coj, ... ^, gleich w^, 

wo u>i, ö>2, ... CO, von einander verschieden sind^ und i-i+i^-i h^ii = «»^ 

so giebt es ein Fundamentalsystems dessen Elemente in Gruppen vertheHt trer- 
den können^ derart dass zu jeder der verschiedenen Wurzeln co^, co,, ... (jo^ 
eine Gruppe von resp. je li^ i^^ -- - K Integralen gehört. Es sei w eine der 
Wurzeln und l der Grad ihrer Vielfachheity so hat die zu derselben gehörige 
Gruppe von l Integralen u^^ u^^ . . . ui die Gestalt: 

th = (a?— a/v^i + Ca? -ary22.log (a:~a), 
(11.) (^ "^ (^■-ö)>3i+(a?--a)>32.log(a?--a) + (iP--a)>33.[log(x--aj]\ 



«x = (a:-a)>ii + (a:--a)>x2.1og(a:-a)+--- + (x-a)>u.Pog(a:-a)]^-\ 

wo r einen der unendlich vielen um ganze Zahlen von einander verschiedenen 

Werthe des Ausdruckes — p=rlogco bedeutet ^ und die Grössen (p in der 

Zu y — 1 

Umgebung von a eindeutige Functionen von x sind, zwischen denen die Beziehung 
besteht j dass jede derselben eine lineare homogene Function der Grössen (pn^ 
9>2k^ 9>3n • • • Vii ^' Constanten Coeffidenten ist. 
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a a 



Um diesen Satz zu beweisen, sei üi^ tf2, ... ux die zur Wurzel w^ 
gehörige Gruppe des vorigen Theorems, und es werde vorausgesetzt, dass 

a a a 

von den Integralen Ui^ w^, ... «^n wo Q<iK^ bereits erwiesen sei, dass 
sie die in den ersten Q—i der Gleichungen (11.) angegebene Form haben. 
Man setze nunmehr 

(12.) tt, = V+r,aog(a:-a)+v[lög(x-a)]^+...+r^Jlog(a?-a)]e-S 

so ist offenbar, dass man die Functionen r^^? f^? . . • f ^^ beliebig wählen darf, 
während alsdann r^i durch diese Gleichung bestimmt ist. Wir wählen jene 
Functionen so, dass 

d. h. dass f>gi — (x—ay''q)^i für B = 2, 3, ... q^ wo 9?^^ eine in der Umge- 
bung von a eindeutige Function bedeutet, und r^^-^-^^^S^a ^^^- 
Setzt man in die Gleichung 

a a a a a a a. a 

(13.) «j = <0pi«,4-0>g»«jH \-%f-t*tf-l + 0>a«f 

a 

linkerhand fQr n'^ den Werth, der aus der Gleichung (12.) hervorgeht, wenn 
man an die Stelle von €^2, €^, . . . e^^ resp. co^r^j^ ^a^^z^ - - - ^a^^g» ^^^ 
an die Stelle von log(a:— a) den Ausdruck log(aj— a)+27ri und endlich e'^i 

an die Stelle von e^i setzt; und rechterhand für tf|, U2^ . . . tf^i die für die- 

selben gültigen Ausdrflcke aus den Gleichungen (11.) und ebenso tir u^ den 
Werth aus der Gleichung (12.), so darf man, nach Weglassung des Ausdruckes 

^a^q'Ao%{x-'a) + ü}aV^\[Qg{x—a)f'\ hcOa€p^[log(x— a)]^* auf beiden Seiten, 

die Coefficienten der gleichhohen Potenzen von log(x— a), von der ersten bis 
zur (>— 2**% einander gleichsetzen, wodurch man (>— 2 Gleichungen erhält. 
Die letzte dieser Gleichungen giebt «^^ als lineare homogene Function der Grössen 

9?„(j?— a) ', die in den Functionen «i, tij, ... ti^_i enthalten sind. Setzt man 
diesen Werth von e^^ in die vorletzte Gleichung ein, so giebt diese r^^i als 
lineare homogene Function derselben Grössen. Setzt man die gefundenen 
Werthe von 19^^ und ^^^-.i in die drittletzte Gleichung ein, so giebt diese «^^2 
als lineare homogene Function derselben Grössen. Fährt man so fort, so be- 
stimmt man €^3, €^49 ••• ^^e ^^ lineare homogene Functionen derselben Grössen. 
Es ist alsdann noch eine Gleichung von folgender Form zu befiriedigen: 
(14.) e\x+(o^%n%e^2+Ä = co^i>^,+Ä, 
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WO A eine lineare Function der Grössen 0^3, 9^, ... e^^ und B eine lineare 

a a a 

Function der Grössen 9?„(rr— a/% die in ti|, fi2, ... u^^i vorkommen, ist. 
Denkt man sich in A für die Functionen f>^3, t?^, ... r^^ ihre bereits be- 
stimmten Werthe gesetzt, so darf man o^? durch die Gleichung 

(15.) a},2mv^2+A = B 

bestimmen, so dass auch r^2 als lineare Function der Grössen (prsix—ay\ 

a a a 

die in Ui^ tij, ... ti^-i vorkommen, bestimmt ist. — Es ergiebt sich alsdann 
ffir r^i die Gleichung 

(16.) r^, = co,r^,. 

Aus dieser folgt, dass r^i= {x—af^cp^x ist, wo y^i eine in der Umgebung von 
a eindeutige Function bedeutet. 

a 

Hieraus folgt nicht nur, dass auch u^ die in Gleichung (11.) ange- 
nommene Gestalt hat, sondern dass die in dem Ausdrucke derselben vorkom- 
menden Grössen ip mit Ausnahme von (p^^ lineare homogene Functionen der 

in den Integralen iix, U2^ ... u^i enthaltenen Grössen (p sind. 

a 

Da nun Ui nach den im Anfange dieser Nummer gemachten Entwicke- 
lungen, jedenfalls die in der ersten Gleichung (11.) angegebene Gestalt hat, 

SO folgt aus den jetzigen Auseinandersetzungen fQr ti^ die Form in der zweiten 

Gleichung (11.), alsdann fär u^ die Form in der dritten Gleichung (11.) u. s. w., 
und zugleich ergiebt sich, dass alle Grössen q) einer Gruppe lineare homogene 
Functionen derjenigen sind, welche nicht mit einer Potenz eines Logarithmus 
multiplicirt sind; so dass hiermit unser Satz erwiesen ist. — 

Ist der Punkt ao ein singulärer Punkt, so substituire man in die Diffe- 
rentialgleichung (1.) — statt x^ alsdann gehört zu dem singularen Punkte / = 
ein Fundamentalsystem der Form (9.) oder (11.), welches das zum Punkte 
x=^oo gehörige ist, wenn man wieder f = — setzt. 

Die Functionen tp der Gleichungen (9.) oder (11.) lassen sich in der 
Umgebung von a in Reihen entwickeln, welche nach ganzen Potenzen von x—a 
und (x— a)~^ fortschreiten. Sind die CoefGicienten dieser Reihen in gegebenen 
Fdllen vermittelst der Differentialgleichung, in welche die Ausdrücke u zu 
substituiren sind, bestimmt, so ist das Verhalten der Integrale in der Umge- 
bung von a vollständig bekannt. 
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Um den Verlauf eines Integrals in der ganzen Ebene zu erforschen, 
müssen noch die Coefficienten der linearen Substitutionen untersucht werden, 
wodurch sich die zu den verschiedenen singulären Punkten gehörigen Fun- 
damentalsysteme durch einander ausdrücken. 

Wir nehmen jetzt an, dass in der Differentialgleichung 

die Coefficienten /?i, ps? • • • p» in der ganzen unendlichen Ebene eindeutige 
Functionen von x seien, die nur für eine endliche Anzahl von Punkten a^, 
02, ... a^ unstetig werden. Ausserdem muss jetzt im Allgemeinen der Punkt 
oo als singulärer Punkt aufgefasst werden. 

Die Querschnitte, wodurch die Fläche T in eine einfach zusammen- 
hängende T' zerlegt wird, sind jetzt Linien, welche von den um die Punkte 
Ol, a2, ... a^ beschriebenen beliebig kleinen aber endlichen Kreisen aus- 
gehend, sich selbst und die übrigen niemals schneidend ins Unendliche verlaufen. 

Unter einem siu einem singulären Punkte a, gehörigen Fundamental- 
systeme verstehen wir von jetzt ab ein solches, dessen Elemente in der Um- 
gebung von ö, die Form (9.) oder (11.) der vorigen Nummer haben. 

Wir stellen uns nunmehr folgende Aufgabe: 

Es soll die Beschaffenheit der Coefficienten fi^ Pi^t > > - Pm der Diffe- 
rentialgleichung (1.) ermittelt werden, in dem Falle, dass jedes Integral y der- 
selben mit einer endlichen bestimmten Potenz eon x—a^ multiplicirt für x = ai 
nicht mehr unendlich werde, wenn a^ einer der q singulären Punkte ist, und 
dass y mit einer endlichen bestimmten Polens^ eon — multiplicirt für x=^oo 
ebenfalls nicht mehr unendlich werde. 

Es ist offenbar, dass in diesem Falle in den Elementen eines jeden au 
irgend einem singulären Punkte a^ gehörigen Fundamentalsystems die Grössen (p 
nur eine endliche Anzahl von Potenzen von (x—Oi)"^ enthalten. Ebenso werden 
in dem zum Punkte ao gehörigen Fundamentalsysteme die Grössen q> nur eine 
endliche Anzahl von Potenzen von x enthalten. 

I. Wir setzen für oo das Zeichen a^+i, und bezeichnen ein Funda- 
mentalsystem, welches zum singulären Punkte a< gehört, mit yi\ y,'^ ... y^^ 
Da die Grössen yi\ y2\ ... ylP für jeden Werth von i aus der Zahlenreihe 
1, 2, . . . Q+i ein Fundamentalsystem constituiren, so darf man setzen: 

18* 
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(2.) 



-/*> a('> -/*> _l a<*> •/•^_i_ _L k^^ -/" 



WO die Grössen brs Constanten bedeuten. Wir wollen die Substitution 



I (0 I (0 I (0 

Oll ©12 ... Ol« 

^<•> A^*^ aW 

^21 t'22 • • • ^Im I 



iO^l 6m2 ... 6mm 



mit (B)i bezeichnen, und für i = 1, 2, . . . (> 
( t 

(3.) )und fftr t = p+l 



y?^ = (a:-aO*>P 



a 9 



setzen, so dass die Function (p^^^ eine ganze Function von Iog(a;— a,) bedeutet, 
deren Coef&cienten in der Umgebung von a^ eindeutige Functionen von x sind, 
und ebenso q>i^^^^ eine ganze Function von log — , deren Coefficienten in der 
Umgebung von oo eindeutige Functionen von x sind. 
Setzt man alsdann fQr i = 1, 2, . . . (>+l 



(4.) co^ = c ^ 



> 



so sind cua, co^, . . • co^ die m Wurzeln der zum singulären Punkte a^ ge- 
hörigen Fundamentalgleichung. 

Nach einem Umlaufe um den singulSren Punkt Oi gehen die Functionen 

y?\ tf2*\ ... ym^ in lineare Functionen derselben über, welche durch Anwen- 
dung einer gewissen Substitution {R)i erhalten werden, deren Form sich aus 
den Gleichungen (10.) der vorigen Nummer ergiebt. Um zu finden, worin 
jene Functionen Obergehen, wenn man einen Umlauf um den Punkt a^ macht, 
muss man auf dieselben zuerst die Substitution {B)i, darauf eine Substitution {R)i, 
vermöge deren die linearen Functionen von yi\ y2*\ • • • Sfm^ bestimmt werden, 
in welche die letzteren Functionen nach einem Umlaufe uin a^ Qbergehen, und 
deren Form aus den Gleichungen (10.) der vorigen Nummer sich ergiebt, 
und endlich die Substitution (B)r\ womit wir wieder die inverse Substitution 
von (B)i bezeichnen, anwendete. 
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Durchläuft x in directer Richtung die Begrenzung einer Fläche, welche 
die sämmtlichen singulären Punkte enthält, darauf dieselbe Gurre in entgegen- 
gesetzter Richtung, so erhält die Function offenbar ihren ursprünglichen Werth 
wieder. Der letztere Weg ist aber einem Umlaufe um den Punkt oo gleich 
zu achten , während der erstere durch die successiVen Umläufe um die ein- 
zelnen singulären Punkte ersetzt werden kann. Man kann sich demnach, wenif 
man den Punkt oo mit zu den singulären Punkten rechnet, auch so ausdrOcken : 
die Function nimmt zuletzt ihren früheren Werth an, wenn man successive 
alle singulären Punkte umkreist. 

Bezeichnen wir eine Substitution (S), die durch Zusammensetzung meh- 
rerer anderer (Ar), (/), ... entstanden ist, symbolisch mit 

(S) = (*)(/)..., 

so werden die Werthe, welche die Functionen y[^\ yj*^ . . . y2^ nach succes- 
siver Umkreisung sämmtlicher singulärer Punkte erhalten, gefunden, wenn man 
auf dieselben die Substitution 

anwendet. — Weil nun durch diese Substitution die Functionen y[^\ yi^\ ... y^^ 
jede in sich selbst verwandelt werden, so muss sie mit der folgenden aber- 
einstimmen : 

1 ... 

1 ... 

1 ... 

• • • . . 

6 6 b ... i 

Da aber die Determinante aus den Elementen einer Substitution (S), 
die aus den Substitutionen {k) , (/) ... zusammengesetzt ist, gleich ist dem 
Producte der Determinanten aus den Elementen von (ft), Ton (/) etc. , so muss 

Det.(Ä)|Det.(B)2Det.(ß)2Det.(Ä)r'.Det.(Ä)3Det.(Ä)jDet(5)r' x 

Det.(ÄV,Det.(Ä),+,Det. (B)-^, = 1 
sein. 

Nun ist 

Det.(5),.Det.(fi)r' = l, 
und wie aus den Gleichungen (10.) der vorigen Nummer sich leicht ergiebt, 

m 

2niJSüria 
Det. (R)i =Ä ct^^jCöö. . . 0)^ Ä* ^ ' ; 
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folglich ist 

(5.) JSiJS^ri^ = einer ganzen Zahl. 

Diese ganze Zahl wollen wir mit k bezeichnen: 

Nennt man r^ dem Expamemtemy z» dem glP gehört^ so kann man die- 
ses Resultat so aussprechen: 

Die Summe der Expomemtem, z« welchem die Elemente der sämmtUchen 
Q + i Fmmdam^emtalsgstew^ gehörem, ist ame gamse 2kM. 

Oder auch 

Die Swwmme der LogarUhmem der Wmr%dm der (»+1 verschiedenen Fun- 
damemtalgleichmmgem ist eim gam^es Melfadkes ram 2n^^\. 

n. Man kann annehmen, dass in den Gleichungen (3.) die Grössen 
r^ so gewihll sind« dass 9*^'^ f&r x=^ai nicht verschwindet und nur oc wird 
wie ein AnsdmdL der Form 

L = fl-u61ogCx-a.)+c[log(x^a,)P+-+/[log(x"a,)r-\ 
imd ffi^^ fikr X = 3c nicht verschwindet und nur 90 wird wie ein Ausdruck 

V = a'+6'logx+c\logx)'+...+r(logxr-*. 
In den AisdrAcken £ und T sind m^ hj e^ ... Ij a'y b\ c\ . . , t Constanten 
und r und r ganze Zahlen. 

Es ist 



-C'^ 



v«.^ 









+i». 



^*V 



p) 



J*) 



-p* 



dx— 



•+p.»r', 



•+p.»^'\ 









SHal nw di« Detnttinante 



-r^ 



^ 



,w 



-»„w 
y» 



--'»V' 



rfjp— » 









!f« 



(0 



J<i 



•+p^y 



(0 






una b«»»*l«'hM wA\ A?* diejeniite Determinante, welche man aus Ai*> erhält, 
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wenn man die a*"" Yerticalreihe der letzteren dnrch 

ersetzt, so ergiebt sich 

(7.) A('V. = A?). 

Ans den Gleichungen (2.) folgt die Relation 

(8.) Ai^> = Det.(fi),AW 

für a=:0, 1, 2 ... m. - Da sowohl yf, y^^\ . . . yü^ als auch y^*\ y^\ . . . y2> 
ein Fundamentalsystem constituiren, darf Det{B)i nicht verschwinden. Daher 
sind A[^^ und A^*^ zu gleicher Zeit eindeutig oder mehrdeutig, endlich oder 

unendlich, Null oder von Null verschieden. — Da ferner yi*^(a?— a^) ^ fQr 

x=ai nicht verschwindet und nur unendlich wird wie L, so hat ^ (a?— a.) *• 

dieselbe Eigenschaft. — Nach einem Umlaufe um a, geht A^*^ Ober in Det. (il),.A^*^, 

folglich ist Ai'^ von der Form ix—a^'% wenn man e=^j--7—jlogDel.{R)i setzt 

und wo v^ in der Umgebung von a^ eindeutig ist. Daher enthalt der ent- 
wickelte Ausdruck von A^'\ fQr a==:0, 1, . . . m keine Logarithmen, und 

AJ*\rc— ai) ist in der Umgebung von ai, ebenso wie 

md con- 



— ^aMtti 2 

Af;\ ((T— a^) in der Umgebung von ö< eindeutig, endlich und con- 



tinuirlich. Nach der Gleichung (8.) hat daher auch A\l^.{x—a^ 

in der Umgebung von a. dieselbe Eigenschaft. — Hieraus folgt, dass der 

Ausdruck 

m(m-l) m(iit-1) m(iit-l) 

fQr alle endlichen Werthe von x eindeutig, endlich und continuirlich ist. 

Weil ferner yi^^*^*(— ) ^"^^^'^ für « = 00 nicht verschwindet und nur 

unendlich wird wie L\ so hat '^ ' (— ) ^^^*'** dieselbe Eigenschaft, und 
daher sind, da wieder der entwickelte Ausdruck von : A^^+^) keinen Logarithmus 

enthält, AJe+»).a: ^ und Af/>.a? ^ in der Umge- 

bung von x = oo eindeutig, endlich und continuirlich. 
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Darans folgt, dass Kofür x=oo unendlich ist höchstens von der Ordnung 

Setzt man, wie am Schlüsse der No. 2, in die Differentialgleichung (1.) 
y =^yf /sidxy und wenn «i ein nicht verschwindendes particuläres Integral der 

Differentialgleichung in ss ist, z=: Zi/udx^ und wenn Ui ein nicht verschwin- 
dendes Integral der Differentialgleichung in u ist, u=^Ui/edx, und fährt so 
fort, so erhält man schliesslich eine lineare Differentialgleichung erster Ord- 
nung, deren Integral wir, mit w bezeichnen wollen. Es ist offenbar, dass 
man die Integrale «i, tii, Ui, ... so wählen kann, dass y^^^ = y^^/siidx, 

y^^ =^ y^l^ f^ifuidxy etc., und dass die Integrale der Differentialgleichungen in 
jiy u, T>y . . . w sämmtlich die Eigenschalt haben mfissen, mit bestimmten Po- 
tenzen von x—a^ multiplicirt für x = ai endlich zu werden, damit den Inte- 
gralen der Differentialgleichung (1.) diese Eigenschaft zukomme. Da nun 
y^^-ix—Gi) *^ für x^Qi nicht verschwindet und nur oo wird wie L, so hat 
y^*\Äi(j?— aO^ *^ dieselbe Eigenschaft. Da ferner yi'^(a?— a<) '^^^ diese Eigen- 

— r 4-2 

Schaft hat, so kommt dieselbe auch der Function y^*^Äitti(x— öJ ^ zu etc. — 
Nun aber ist nach Gleichung (9.) in No. 2 

^;' = c.(y^^r.zr'.ur'.f>r'^ u>y 

wo C eine Constante bedeutet, oder 
daraus folgt, dass der Ausdruck 

A^^K{x—a,) und daher auch A^*\(a:— a.) 

fflr x = aj nicht verschwindet, und da er, wie schon bemerkt, keinen Loga- 
rithmus enthält, auch nicht unendlich wird. — 

Mit Hälfe desselben Satzes aus No. 2 wird gezeigt, dass 

_, m(iii-l) ^ m(iii-i) 

^f^'\x ^ und daher auch A^\x ^ 

für X == oo nicht verschwindet und nicht unendlich wird. 

Aus der Gleichung (7.) ergiebt sich (vergl. No. 2) 
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WO C eine nicht verschwindende Constante ist. Damit e*^^^ ^. (j?-a<) 
in der Umgebung von a^ endlich, eindeutig, continuirlich und von Null ver- 
schieden sei, muss > 

lm{x—ai).pi für x = a< 

einen endlichen Werth haben. Bezeichnet man den Coefficienten von {x—Gi)"^ 
in der Entwickelung von pi nach steigenden Potenzen von (x—Oi) mit JT^^ 
so muss 

r - ^ ^ m(m^l) 

-* i — ^a^»a 2 

sein. — Damit ferner er .x in der Umgebung von oo 

eindeutig, endlich, continuirlich und von Null verschieden sei, darf 

lim{x.pi) für x = oo 
nicht unendlich sein. Bezeichnet man diesen Grenzwerth mit 9, so hat man 

SO dass 

(9.) i.r.-g = *-((,-i)!!^^. 

Da aber pi der Voraussetzung gemfiss in der ganzen Ebene dndeutig 
und nur in einer endlichen Anzahl von Punkten unendlich ist, da wir femer 
jetzt gefunden haben, dass es in diesen Punhten von einer endlichen Ordnung 
unendlich und fQr o; = oo nicht unendlich ist, so ist pi bekanntlich eine ra- 
tionale Function von x. 

Die Bedingung, dass \im{xpi) für x = oo nicht unendlich sei, erfordert, 
dass der Grad des Nenners von pi mindestens um eine Einheit höher ist als 
der des Zählers; in Folge dessen ist aber bekanntlich 

so dass sich aus der Gleichung (9.) ergiebt 

(10.) * = (p-i)!<:^. 

Daher ist £o eine Constante, und zwar ist diese Constante von Null 
verschieden, weil Ao^ nicht verschwinden darf, wenn jfi*\ yj*\ .•. yiJ^ ein 
Fundamentalsystem constituiren sollen. 

m. Auf ähnliche Weise findet man, dass der Ausdruck 
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WO B jede der Zahlen 1, 2, ... m bedeutet, fQr jedes endliche x eindentig, 

, iyi(m — 1) , ^ 

conlinuirlich und endlich ist. — Da ferner Ai \ a? in der 

Umgebung von ao eindeutig, endlich und continuirlich ist, so folgt, dass 
der Ausdruck K^ eine ganze Function höchstens vom Grade 

_Ä+(p_l)£^Lzl)+(p_i)6 = (p-l)b 

ist 

Bezeichnet man daher mit FX^) ^In^ ganze Function von x höchstens 
vom Grade Sy so folgt mit Hülfe der Gleichung (7.): 

(\\\ „ -. ^(g-l)b(a?) 

^^^•>^ P^ - ^x^a,y(x-aj...(x-^a,y 
für b = 1, 2, . . . m. 

Die Differentialgleichung (1.) muss daher y um den in der Aufgabe ge- 
stellten Forderungen zu genügen , die folgende Form haben: 



d^ 



L = 



wo 

xp = (rr-ai)(a:-a2)...(a:-a^) 

geatzt ist. 

Wir werden in der nächsten Nummer umgekehrt nachweisen, dass jedes 
Integral dieser Differentialgleichung mit einer bestimmten endlichen Potenz von 
x — a^ multiplicirt für x = ai endlich wird, wenn a^ irgend ein singul&rer Punkt 

ist, und dass jedes Integral mit einer bestimmten endlichen Potenz von — 

X 

multiplicirt für x = oo dieselbe Eigenschaft hat. 
IV. Setzen wir 

fa(g-i)(a^)'(^-gO" = P (x) 

für a = 1, 2, ... m, so lässt sich die Differentialgleichung (12.) folgender- 
massen schreiben: 

(i^) j^ ^ i^i(^) d"»-*» PaC^x-) dr-^y P^(x) 
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Es sei 

y = {x-a^Yu, 
so verwandelt sich diese Differentialgleichung in die folgende: 

wenn man zur Abkürzung setzt: 

X,2..\ -^^r(r-l)...(r-a+l) + 

i.2...(a~i) rK^-V'''\T'-^+i)n\W^^r 

1.2. ..Ca — 2) r(r— lJ...(r-a+öj/'rt(x) + 



•(a-2) 



(m— 3)(m— -4)...(m— a+0 / -ix / x ami r \ 

~ 1.2. ..(a-3) ^ r(r-l)...(r-a+4)f^(a?) 



für a = 1, 2, ... fw. 

Es wird in der nächsten Nummer gezeigt, dass die Differentialgleichung 
(13.) ein oder mehrere Integrale von der Eigenschaft hat, dass sie mit einer 
endlichen, bestimmten Potenz von x—Oi multiplicirt in der Umgebung v^n a^ 
eindeutig , endlich und continuirlich und in a« von Null verschieden werden. 
Ist (x— aj'^ diese Potenz für eines dieser Integrale, so muss der Differential- 
gleichung (14.) durch eine in der Umgebung von a^ convergente Reihe 

u = Z,c^{x-a.)^ 



genagt werden, wo Cb von Null verschieden ist. Setzt man diese Reihe fär 
u in die Differentialgleichung ein, so ergiebt der Coef&cient von {x—a^"^ die 
Gleichung 

PUa.).c^ = 0. 
Da aber Co von Null verschieden ist, so muss P'^{a^ = sein. Sind daher 
y^?-^ !^l^^ - ' * y^ Elemente des zu o^ gehörigen Pundamentalsystems, mit 
der angegebenen Eigenschaft, so sind die Exponenten r^i, r^, ... r^,.^ zu 
denen sie gehören, Wurzeln der Gleichung 

r(r-l)...(r-m+l)-r(r^l)...(r^m+2).P„(a,) 



(15-) . 

^_r(r^l)...(r-^m+3)P«(a,> rPi,^i{a,)-P^{ai) « 0. 

19* 
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Setzt man / = — , so findet man ohne Mühe, dass die Differentialgleichung 

X 

(12.) übergeht in: 

wo die Grössen ^i{t)^ ^2(0? • • • ^m(0 rationale Functionen von t sind, die 
für / = endlich bleiben. Es ergiebt sich alsdann, dass wenn y^'*^*\ y?^*^ • • • 
j^(^+i) diejenigen Elemente des zum Punkte oo gehörigen Fundamentalsystems 

sind, welche mit einer bestimmten endlichen Potenz von — multiplicirt in 

der Umgebung von x = oo endlich, eindeutig und continuirlich und für a: = oo 
von Null verschieden werden, die Exponenten r^+i,!, ^e+JU^^ ••• *'^+i.»^ *^ 
zu denen sie gehören, Wurzeln der Gleichung 

r(r-l)...(r-m+l)-r(r~l)...(r-m+2)*i(0) 
-r(r"l)...(r-m+3)*2(0) r*^,(0)~*«(0) = 



(17.) 
sind. — 



5. 

Um den in der vorigen Nummer versprochenen Nachweis zu geben, 
gehe^ wir von der Differentialgleichung: 

(a\' dry _ Pa(x) dr-'y Pa(x) dr-^y P^jx) 

^^'^ dar " x^Oi Au— »"^(a^-o,)* *c— «"^"'"^(«-a,)«^ 

aus, wo t eine der Zahlen 1, 2, . . . (> bedeutet. Die Wurzeln der Gleichung 

(2 ) [^^"""^^ • • • ir-m+\)-^r{r^\) . . . (r-m+2)F.,(a,)- 

Ir(r-l) . . . (r~m+3)P«(a,) rF,_,(Ä,)"F^(a,) = 

denken wir uns so geordnet, dass der reelle Theit jeder folgenden in alge- 
braischem Sinne nicht grösser sei als der irgend einer vorhergehenden, und 
sie seien in dieser Reihenfolge ra^^ r^^ ... r^. 
Setzt man nun 

so gebt die Differentialgleichung (1.) über in 

(^'J dar " a?-a, (te— *"^(aj-aO' dar-^"^""^ (a?-a,)-^^^' 
WO die Grössen P<a(^) &^s den Grössen /^(a?) der Differentialgleichung (14.) 
der vorigen Nummer erhalten werden, wenn man in dra Ausdrücken der 



(4.) 
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letzteren r^ statt r setzt, und in dem ans Pimi^) hervorgehenden Ausdruck 
den durch (2.) entstehenden Factor or— a. fortlfisst. 

Wir formen nunmehr die Differentialgleichung (3.) um in: 

+-+(?;.-i(ar).(ar-a,)-g- + p^(a;)«, . 
wo ZOT Abkärznog 

gesetzt ist. 

Versucht man dieser Differentialgleichung durch eine Reihe 

zu genügen, so findet man für jeden positiven ganzzahligen Werth von k: 

[(*+l)*(*"l)...(*-m+2)-Ö«(aO.(*+l)*(Ä~l)...(Är-m+3) 
(5.) -(?«(a,)(*+l)*(Ä^l)...(Ä-iii+4) Qi,^M(k+i)]c,^, 

worin die Grössen A sich aus den Coefficienten der Reihenentwickelungen der 
Functionen Qa(x)^ Qa(^)'i • • • Qimi^) nach Potenzen von aj— «< und aus 
numerischen Grössen durch die blossen Operationen der Addition und Multi- 
plication zusammensetzen. 
Die Gleichung 

f -(?ö(a,)«?(«?-l)...(«?-iii+4) Qi^^iia,) = 

hat, wie ohne Mühe gefunden wird, die Wurzeln 

(7.) rß-r,,-!, ro-r^-l, r^-r«--l, . . . r^-fa-l. 

Keine dieser Grössen kann wegen der über die Reihenfolge der Wur- 
zeln ^1, To, . . . r^ gemachten Voraussetzung einer positiven ganzen Zahl 
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oder der Null gleich sein. Demnadi bleibt fOr jeden positiven ganzzahligen 
Werth von k und für & = der Coefficient von c^+i der Gleichung (5.) 
von Null verschieden. Daher lassen sich mit Hülfe dieser Gleichung sämmt- 
liche Coef&cienten c unter der Form darstellen: 

(8.) c, = a^A, 

für alle positiven ganzzahligen Werthe von a. 

Es seien die Maxima der Moduln der Functionen 

in der Umgebung von a^ resp. üfi, M^^ ... üf^^i, M^, so ist bekanntlich fQr 
jeden ganzzahligen positiven Werth von a: 



(9.) 



diE* 



wo r die Entfernung des Punktes a^ vom nächsten singulären Punkte und 
{f{x)\. den Werth von f{x) für x^Oi bezeichnet. 
Uan bilde nunmehr die Differentialgleichung: 



(10.) 



— * • (x — aj"^* ,^ . -\ (x ~ GiP rizizir 



r 






. ag — Oj ^ '^ dx . a? — a< 



^^^ ^1^ ^a^ * — ^m-i beliebige positive Grössen sind, jedoch der Beschränkung 
unlurworfon, dass die Gleichung 

(11.) yi«r(«r-l)..-(iP-m+3)+y,ip(ic?-l)...(ic?-m+4) + . ..+/.-! = 
weder eine ganze positive Zahl noch die Null zur Wurzel habe. — Versucht 
man auch der Differentialgleichung (10.) durch eine Reihe 
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zu genügen^ so ergiebt sich für jedes ganzcahlige, positive k die Relation 

MO ^ ([yi(*+l)*---(*-^+3)+y.(Ap+l)&...(&-m+4)+...+y_,(*+l)^^^^^ 

wo die Grössen B sich ebenso aus den Goef&cienten der Reihenentwickelungen 
der Functionen « , , . . . nach Potenzen von 

r r r 

x — Oi und aus numerischen Grössen zusammensetzen, wie sich die Grössen 
A der Gleichung (5.) aus den entsprechenden Goef&cienten der Reihenent- 
wickelungen von Qa(x)^ Q'ni^)') ' ' ' Qimi^) ^tiA ans denselben nnmerischen 
Grössen zusammensetzen. Da die Grössen B sSmmtlich positiv sind, so folgt 
aus den Ungleichheiten (9.)^ dass 

(13.) 5^>mod.^*. 
für a = 0, 1, ... &. 

Es giebt stets eine endliche Grenze für k^ k^^t, derart, dass fflr Ar ^ / 

|mod[*(&-l)...(*-m+2)-pa(aO&(&-l)...(*-iii+3) 

(14.) ^(?«(a,)*(*-l)...(Ä-m+4) (?,«^i(aO] 

( >yi*(*-l)...(*-m+3)+y,*(&-l)...(&-m+4)+-+y.-i. 
Da nun nach Gleichung (12.) sich jedes g unter der Form 

(15.) g, = ^ago 
darstellen lässt, wo S^ eine positive Zahl ist, so sind alle Grössen g positiv, 
wenn man g^ positiv annimmt — Aus den Ungleichheiten (13.) und (14.) 
in Verbindung mit den Gleichungen (5.) und (12.) würde für jeden ganzzah- 
ligen Werth von k folgen 

(16.) fl'Ä>mod.c*, 
wenn dieses für k^t stattfände. 

Nun sei unter den Moduln der Grössen 

1, a„ 2I2, . . . 21, 
A der grösste, und unter den Grössen 

1, ©i, ®2^ . . . ©, 

B die kleinste, und Co so gewählt, dass 

(17.) A.mod.cb<B^. 
Da die Grössen jf», B und A von Noll verschieden sind, so ist diese 
Ungleichheit immer erfüllbar und liefert fElr Co von NuH verschiedene Werthe. 
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Alsdann ist für k^t, folglich ftlr jedes k 

flf4>mod.C4. 
Wenn daher die Reihe 

convergirt, so convergpirt nm so mehr die Reihe 

wenn man aber Cy gemäss der Ungleichheit (17.) disponirt. 

OS ^~' Qu 

Maltiplicirt man die Gleichung (10.) mit 1 und substituirt als- 
dann die Reihe fQr v, so ergiebt sich für jeden ganzzahligen Werth von k 

/[(&+l)*(&-l)...(*-ifi+3)y.+(*+l)*(*-l)...(&-w+4)y. 
\ H h(*+l)y^i]^t+i = 

(18-) [*(&_!). ..(*_«,+2)(^+if,) + &(&-l)...(&-m+3)(^+Jf,) 

Daher ist 

limüü (für. t = ««^ _iV±:I*L 



^ (für& = <») = 



»•yi 



und 



Die Reihe fQr t> ist daher convergent für alle Werthe von x, für welche 
mod.(x-aO<^-^- 

Da Yi und r von Nnll verschiedene positive Grössen sind, so findet 
die Gonvergenz innerhalb eines endlichen, um den Punkt a^ beschriebenen 
Kreises statt. 

Daraus folgt, dass die Reihe 

innerhalb desselben Kreises convergirt. Es giebt daher eine innerhalb dieses 
Kreises und folglich nach No. 1 in der ganzen Umgehung ton a. eindeutige, 
endliche und continuirliche und in a< von Null verschiedene Function u, welche 
der Differentialgleichung (3.) genflgt. 
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Hiernach giebt es also ein parttcaläre» Integral der DifferentialgleichoBg 
(l-X tfin welches mit (x— a.) *' mnltiplicirt in der Umgebung von a^ eindeutig, 
endlich und continuirlich und in a. von Null verschieden ist. 

Setzt man jetzt 

(19.) y^tfnßäx, 
so erhält man für & eine lineare Differentialgleichung «•--1'''' Ordnung dwForni: 

worin die Goefficienten G«(a?), G^i^) ... öi,m-i(^) Functionen sind, welche 
innerhalb eines endlichen den Puniit a^ umgebenden Kreises S eindeutig, endlich 
und continuirlich sind. 

Die Wurzeln der Gleichung: 



^^ '^ |r'(rVl)...(r'-.i»i+4)G.,(a,) r'ö,^(«,)-G,_,(a,) - 

sind, wie leicht zu zeigen, 

(20.) ra~n,~l, ro-r«-l, r,4-ra-l, . . . r^-ra—i> 
Dieselben haben in Folge der am Anfange dieser Nummer Aber die 
Reihenfolge von r^i, r^j, ... r^» gemachten Voraussetzung, in der Reihenfolge 
(20.) die Eigenschaft, dass der reelle Theil jeder folgenden in algebraischem 
Sinne nicht grösser ist, als der reelle Theil irgend einer vorhergehenden. 

Man weist nun auf ähnliche Weise, wie oben die Existenz der zu dem 
Exponenten r^ gehörigen Function t/n ergründet wurde, die Existenz einer 

Function ii nach, welche mit (x— a<) ^ *^ mnltiplicirt innerhalb des Kreises 
S eindeutig, continuirlich und endlich und in a^ von Null verschieden wird. 
Setzt man in die Gleichung (19.) Zi statt ss, so erhält man ein Integral der 
Differentialgleichung (1.) von der Form jfö = yi+^alog(x— a^), wo <pi und (p2 
nicht unendlich viele Potenzen von {a>—aiy^ enthalten, so dass y^ mit einer 
endlichen Potenz von x— a^ mnltiplicirt für x=:ai endlich wird. 
Man setze nunmehr 

(21.) & = z.yidx, 

»verhält ipan fOr t eine lineare Differentialgleichung m— 2**' Ordnung der Form 
worin die Goefficienten Ga{x)^ Goix)^ . • • fiii;».2(^) Functionen sind, wekhe 
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innerhalb eines endlichen den Punkt a^ umgebenden Kreises Iff eindeutig, end- 
lich und continuirlich sind. 

Die Wurzeln der Gleichung 

) r"(r"-l) . . . (r"-m+ 3) -r"(r"-l) . . . (r"-m+ 4) ö« («,) - 

^ •'' ir"ir"-l)...ir"-m+b)G'M r"(?!^(aO-GU,(aO = 

sind, wie leicht su zeigen, 

(22.) ro-r.^~l, r^^-rß-l, . . . n^-r^-l. 
Dieselben haben in Folge der am Anfange dieser Nummer Ober die 
Reihenfolge von ra^ r,^, ... r^^ gemachten Voraussetzung, in der Reihen- 
folge (22.) die Eigenschaft, dass der reelle Theil jeder folgenden in algebrai- 
schem Sinne nicht grösser ist, als der reelle Theil irgend einer vorhergehenden. 
Man weist nun auf ähnliche Weise, wie oben die Existenz der Func- 
tionen flu und »i ergründet wurde, die Existenz einer Function ti nach, welche 

mit {x—Gi) *^ ^ multiplicirt innerhalb des Kreises jS' eindeutig, continuir- 
lich und endlich und in a^ von Null verschieden wird. Setzt man in die 
Gleichung (21.) ti statt t, so erhält man ein Integral der Differentialgleichung 
(l"*.) von der Form jssz = <p'i + ^Aog{x—ai)^ wo 91 und 9^2 iiicht unendlich 
viele Potenzen von (x—ai)"^ enthalten. Setzt man diesen Werth von «2 statt 
js in die Gleichung (19.) ein, so erhält man ein particuläres Integral der Dif- 
ferentialgleichung (1.) der Form ya = yl'+yi' log(a: — aJ+ysPog(a5— aj]^, 
wo y'/, yi' , yi' nicht unendlich viele Potenzen von {x—Oi)'^ enthalten, und 
daher ya mit einer endlichen bestimmten Potenz von x— a^ multiplicirt für 
x = ai endlich wird. — Fährt man so fort, so wird die Existenz von m par- 
ticulären Integralen der Differentialgleichung (1.), welche nach No. 1 in der 
ganzen Umgebung von a^ definirt sind, und nach No. 2 ein Fundamentalsystem 
bilden, nachgewiesen, die alle mit bestimmten, endlichen Potenzen von x— o^ 
multiplicirt ftlr x = ai endlich werden. Daraus folgt aber, dass alle Integrale 
der Differentialgleichung (1.) dieselbe Eigenschaft besitzen. 

Aehnlich wird für den Punkt 00 der Beweis geliefert, indem man 
hierbei von der Differentialgleichung (16.) der vorigen Nummer ausgeht. 
Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich also umgekehrt: 
Jedee hUegral der Differentialgieichung (12.) <fer vorigen Nummer hmt 
die Eigenschaft, mit einer bestimmten endlichen Potenz eon x—a mutHpUdrt 
fiHr jeden endlichen Werth ean a, und mit einer bestimmten ertlichen Poten% 
«OH X mulHpUdrt /ter x = 00 endlich jsti werden. 



Fuek9, 9ur Thearis der linearen DifferenüalffieifAungen. 155 

An die Untersuchungen der beiden vorigen Nummern knäpfen wir 
noch einige Folgerungen. 

I. Wenn eine Function F die Eigenschaft hat^ mit (x—o^)"* multiplicirt, 
in der Nahe von Oi die Gestalt einer ganzen rationalen Function von log(x--a,) 

(1.) (x-ö,)-*F = 9o+9ilog(a?~a,)+<iP2log[(a?--a,)r+--- + y,[log(a?-a,)]* 
anzunehmen, deren Goef&cienten in der Nähe von a^ eindeutige, endliche und 
continuirliche Functionen von x sind, so kann k so gewählt werden, dass 
(«— fl<)"*F für X = a, auch nicht mehr verschwindet und nur unendlich wird, 
wie eine ganze Function von log (a:—aj 

L = a+Mog(a?-a,) + c[log(a?-a,)r+.-+/[log(a?-a,)? 
mit Constanten CoefBcienten a, b^ c. , . . l. Wir sagen alsdann in Uebereiti- 
stimmung mit II. in No. 4, dose F zum Exponenten k gehöre. 

1) Es sei G{x) eine wie F beschaffene Function, so dass 

(2.) G{x) = V^ü+V^ilog(a?-aO+V^2[log(a:--a,)]'+-+ViPog(a:-a,)]S 

und es gehöre G{x) zum Exponenten r^ so ist fG{x)dx (wo die Integrations- 
constante Null genommen Wird) eine wie F he$chaffene Function, die zum Ex^ 
ponenten r+1 gehört. 

Da es einleuchtend ist, dass das Integral JG{x)dx eine wie F be- 
sdiaffene Function ist, so ist nur zu zeigen, dass es zum Exponenten r+1 gehört. 

Setzt man 

io ist 

(3.) fG{x)dx = iaA/(a:-aO''log(a?-aO-rfa?+ Jj-T.^^ 

Die einfache Summe und die Doppelsumme rechter Hand lassen sich resp. 
auf die Form (x — o«)'"*"* )? und (aj—ag^^* abringen, wo für x^ai die Function 
^ verschwindet, i; aber von Null verschieden ist und nur unendlich wird wie 
em Ausdruck L. Hieraus ergiebt sidi, dass fG{x)dx zum Exponenten 
r+1 gehört. 

2) Sind femer G{x) und Gi{x) zwei wie F beschaffene Functionen^ 
die resp. zu den Exponenten r und rt gehören, so ist dag Produkt eme wie 
F beschaffene Function, webAe zum Exponenten r-^-ri gekört. 

20» 
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Wir haben am Schlüsse der vorigen Nummer ein gewisses Fnnda- 
mentalsystem hergeleitet, welches wir mit Hülfe der eben festgesetzten Prin- 
cipien näher uniersuchen wollen. — Um das Element jf^ zu erhalten, dient 
die Reihe der abgeleiteten Differentialgleichungen m— 1% in— 2**' bis zu der 
01— a+l*'^' Ordnung. Jeder dieser Differentialgleichungen entspricht eine ge- 
wisse Reihe von Grössen, und zwar denen von der Ordnung m—i und m— 3 
resp. die Reihen (20.) und (22.) der vorigen Nummer, und allgemein der 
von der Ordnung m—a+i die Reihe 

(4.) ^<o— ^M-i""^' *•<,«+! —^'m-i'"*' n,«+a--n,«-i— 1» ••• r^^— n,a_|--l. 
Nach den Entwicklungen der vorigen Nummer hat die Differentialglei- 
chung der m— a+1**" Ordnung ein Integral, welches mit (oj— a<)~^'^^""'^*»«-*"~^ 
multiplicirt in der Nähe von a, eindeutig, endlich, conlinuirlich und für x = a^ 
von Null verschieden ist, also eine wie F beschaffene Function ist, die zum 
Exponenten r,«— r,«.!— 1 gehört. Bezeichnen wir das Integral mit ««, so ist 
nach dem Ver&hren am Schlüsse der vorigen Nummer 

(5.) Via = Hüjäxci . . , Jdxf>^7jdxv^ijdxf>^. 

Durch wiederholte Anwendung der beiden fOr die wie F beschaffenen Fun- 
ctionen gegebenen Sfitze ergiebt sich, dass j^,« ^^^^ ^i® P beschaffene Function 
ist, die zum Exponenten 

(r^-r,,.^i-l)+l+(r,,.^i-^.-2-l)+l+---+(r«-r,i-l) + l+^^ = r^ 
gehört. 

Aehnliche Betrachtungen gelten fflr die Differentialgleichung (16.) der 
Nummer 4. 

Hieraus ergiebt sich der Sats: 

Zu jedem eingulären Funkte a^ der Differentuügleichung (12.) in No, 4 
(und zum Punkte oo) gehört eine der Gleichungen (15.) {und die Gleichung 
(17.)) derselben Nummer. In der Umgebung irgend eines dieser Punkte giebt 
es stets ein Fundamentalsgstem , dessen Elemente den Wurfieln der Gleichung 
(15.) {oder (17.)) derart entsprechen^ dass su jeder Wurzel ein Element als 
zu seinem Exponenten gehört 

Diesen Satz kann man auf jede der nach dem Verfahren am Schlüsse 
der .vorigen Nummer abzuleitenden m—X Differentialgleichungen anwenden, 
derart, dass fflr die Differentialgleichung m— a+1*^ Ordnung di^ Reihe (4.) 
die Exponenten, enth&lt, zu denen die Elemente ihres Fundamentalsystems ge- 
hören. Setzt mau in dieser Reibe a :» 2, 3, ... m^ so erhält man m— 1 Reihen, 
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die Basammen alle Differensen der Wurzeln r^i, r^, ... r^»» enthalten. Es 
feien irgend zwei dieser Wurzeln r^ und r^^ einander gleich, wo l> fiy so 
giebt es ein Integral u> einer bestimmten der m — 1 abgeleiteten Differential^ 
gieichungen, welches eine wie F beschaffene zum Exponenten ra--r^^l ge- 
h6r]ge Function ist. Geht man von dem Integrale w aus, um nach dem Ver*' 
fahren der vorigen Nummer ein Integral der ursprünglichen Differentialgleichung 
ztt bilden, so fflhrt schon die erste Integration einen Logarithmus ein, so dass 
das Integral der ursprünglichen Differentialgleichung ebenfalls Logarithmen 
enthalt. Man hat daher den Satz: 

Sotten die Integrale der Differentialgleiehmng (12.) der No. 4 in ffArewi 
Amidrucke in der Umgebung eines mngtUären Punktes a. {oder des Punktes 
<x) keine Logarithmen enthalten, so darf die zugehörige Gleichung (15.) {oder 
(17.)) derselben Nummer keine gleichen Wurzeln haben. 

Aus deui Verfahren am Schlüsse der vorigen Nummer ergiebt sieh 
femer leicht: 

Wenn die Differenzen der Wurzeln einer zum singulären Punkte a^ 
{dem Punkte oo) gehörigen Gleichung (15.), ((17.)) der No. 4 weder Null 
noch ganze Zahlen sind, so enthalten die Integrale der Differentialgleichung 
(12.) derselben Nummer in ihrem Ausdrucke in der Umgebung dieses Punktes 
keine Logarithmen, 

Sind dagegen einige dieser Differenzen ganze Zahlen, so können Lo- 
garithmen auftreten. 

II. Ist ein Integral y einer linearen Differentialgleichung eine alge- 
braische Function, so hat dasselbe in der Umgebung eines singulären Punktes 
a bekanntlich die Gestalt: 

g = i.c,(x-a)"'"' ^ 

wo ^l die Anzahl der Elemente desjenigen Cyclus der Wurzeln der alge- 
braischen Gleichung zwischen x und y ist, zu dem y gehört, und v eine po- 
sitive ganze Zahl oder Null bedeutet, je nachdem j^ im Punkte a unendlich 
oder endlich ist. (Vergl. Puiseux in Liouvilles Journal de mathematique t. XV 
und XVI.) Ein solches Integral wird daher, mit einer bestimmten Potenz 
von x — a multiplicirt, für x^a endlich. Hat daher eine lineare Differenz 
tialgleichnng nur algebraische Integrale, so hat sie die Gestalt der Differential- 
gleichung (12.) in No. 4. Ferner ist ersichtlich, dass zu jedem singuliren 
Punkte ein Fnndamentalsystem von der Form (9.) in No. 3. gehört. Die Ek*^ 
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meute desselben gehören nach I. dieser Nammer zn verschiedenen Exponenten^ 
welche Wurzeln der Gleichung (15.) oder (17.) der No. 4. sind. Da aber 
eine algebraische Function nach einer endlichen Anzahl von Umläufen um 
einen singulären Punkt ihren ursprflnglichen Werth wieder annimmt, so 
mfissen die Wurzeln dieser Gleichungen rationale Zahlen sein. Hierans ergiebt 
sich der Satz: 

Wenn einer linearen Differentialgleichung, deren Coefficienten in der 
ganzen Ebene eindeutig , und nw für eine endliche AnssM von Punkten m^- 
stetig sind, nur algebraische Integrale genügen, so gehört sie j^u der durch die 
Gleichung (12.) tfi No. 4. eharakterisirten Klasse eon Differentialgleichungen. 
In diesem Falle sind die Wurzeln der Gleichungen (15.) und (17.) eon einander 
^verschiedene rationale Zahlen. 

III. Nimmt man in der Differentialgleichung (12.) in No. 4 (i = 1 an, 
so reduciren sich sämmtliche Functionen jP^i(a:), /^2(^-i) (a?) , . . . ^m(e-i)(^) ^^^ 
Gonstanten, und man erhält eine Differentialgleichung der Gestalt 

^0 A) A^ - • • fm Constanten sind. — Die Exponenten der Elemente des zu 
dem Punkte ai gehörigen Fundamentalsystems ri, r^^ ... r« sind die m Wur- 
zeln der Gleichung 

lr(r~l)...(r-m + l)-AKr-l)--(»'-"»+2) 



^^'^ /-./ir(r-l)...(r-m+3) U = 0. 

Setzt man y = {x—a)^.u, so erhält man eine Differentialgleichung für 
u, in welcher der Coefficient von u verschwindet, welcher also durch tf=Const. 
genfigt wird; daraus folgt, wenn die Gleichung (7.) nur ungleiche Wurzeln 
bat, dass die Functionen 

(8.) (a^-fli)"', {x^a,)\ ... {x-a^y- 
selbst das zum singulären Punkte Oi gehörige Fundamentalsystem constituiren, 
so dass das allgemeine Integral der Differentialgleichung (6.), wie bekannt, 

y = -S.c.(x-aO'- 

wird, wo C|, C2, . . . c» Constanten sind. 

Sind aber mehrere Wurzeln der Gleichung (7.) einander gleich, so 
seien li Wurzeln gleich r,, i^ Wurzeln gleich rj etc. X^ Wurzeln gleich r, 
und il|+^+***+^ = fii. Es bilden alsdann die Gruppen von Functionen, 
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welche man efrhält, wenn man in der Gruppe {x—aif^^ (^— »i^* log (ar—ai), 
X— a,/"(log(x— ai)]% . . . (ir~ai)''*[log(«-aj)p"^* för a snccessive 1, 2, . . . n 
setzt, zusammengenommen das zum singulfiren Punkt ai gehörige Fundamental- 
syirtem, ganz mit unserer allgemeinen Theorie übereinstimmend. 
(Vergl. Cauchg, Exercices Tol. I, pag. 262). 

1. 

I. Die Differentialgleichung^ welcher die durch die Gauessche Reihe 
F{ayßyyyx) darstellbaren Functionen genQgen, gehört zu der in den Num- 
mern 4. und 5. behandelten Klasse von Differentialgleichungen. Sie wird 
nämlich in der allgemeinsten Form aus der Differentialgleichung (12.) in No. 4 
erhalten, wenn man m==2 und die Anzahl der singulfiren Punkte (> = 2 
annimmt, so dass sie die Gestalt hat: 

^^^ dx* "" (a;-a,)(a?-a,) dx'^ («-«JX^-«.)* *^' 
wo Fi{x) und F^ix) resp. ganze Functionen ersten und zweiten Grades von 
x sind. 

Um die specielle Form derselben, wie sie Riemann in der obener- 
wähnten Abhandlung (S. 19.) gegeben hat, zu erhalten, sei: 

»1=0, 02 =1. 

Setzt man 

Fiix)=^fo+fiX; F2(x) = g^+gix+g:tx\ 

so sind die Gleichungen, wodurch die Exponenten der zu den Punkten 0, 1, oo 
gehörigen Fundamentalsysteme bestimmt werden, resp. 

(a) r(r-l)+/ir-^o = 0, 

(b) r(r-l)-(/o+/;)r-(^,+i7,+^2) = 

(c) r(r-l) + (2+/;)r-fif, := 0. 

Bestimmt man die Gonstanten ^, /;, g^f^ g^^ g^ dadurch, dass man die 
Wurzeln der Gleichung (a) gleich a und a\ der Gleichung (b) gleich und y\ 
der Gleichung (c) gleich /? und ß annimmt, wo 

a + a' + /3 + /J' + / = 1, 
so geht die Differentialgleichung (1) über in: 

(2-) (i-^)^^-[«+«'+(/?+/5>]-di^+(««'-/?/^«)y = 0^ 

welches die jRi emansche Form ist. Wird hierbei angenommen, dass die Grössen 
a' — a^ ß'—ßy y' weder ganze ZaUea noch gleich Null sind, so gehört zu 
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jedem der Punkte 0, 1 , c» ein Fundamentalsystem der Form (9) in No. 3. Von 
dieser Form der Integrale der Differentialgleichung (2.) ist Riemann ausgegangen. 
II. Die Differentialgleichung (12.) in No. 4 enthält ausser den die 
Lage der singulären Punkte bestimmenden Gonstanten a^, Ox, . . . a^ im Ali- 
gemeinen noch ^^^^ L^- — l Constanten, nfimlich die Coefficienten der 

ganzen Functionen F^i(x)^ F2^^i^(x)j.. , F„^^_i^(x). Zu jedem singulären 
Punkte gehören m Exponenten (die den Elementen des bezuglichen Funda- 
mentabystems zuertheilt sind), also zu allen singulären Punkten (den Punkt 
öo mitgerechnet «(p + l) Exponenten. Von den letzteren sind nur iii(e + l)--l 
willkürlich, da die Summe aller (nach No. 4) einer bestimmten ganzen Zahl 
gleich ist. — Die Anzahl der willkflrlichen Exponenten ist der Anzahl der 
Constanten der Differentialgleichung gleich, wenn 



oder 

so dass entweder 
oder 



^ 2 ^"2 — - = w(p + l)-l, 



(3.) P = l + -^ 



m = 1 und p = 3 , 
m = 2 und (> = 2. 



Hieraus folgt: 

1) Sind die Exponenten der Elemente der iu den einzelnen singulären 
Punkten gehörigen Fundamentalsysteme gegeben, so sind die Constanten der 
DiffiBrentialgleichung, welcher die durch die Gauss' sehe Reihe darstdBporen 
Functionen genügen, folglich auch abgesehen von constanten Factoren die i^fe^ 
mente der Fundamentalsysteme selbst, vollständig bestimmt. 

Dieser Satz stimmt im Wesentlichen mit dem von Riemann in der an- 
gefahrten Abhandlung No. IV Seite 11 sqq. gegebenen Qberein, welcher dort 
auf andere Weise hergeleitet ist. 

Es folgt aus der Gleichung (3.) 

2) Den FaU einer linearen Di/ferentialgleichung erster Ordnung mit 3 
singulären Punkten abgerechnet^ ist die Differentialgleichung {\.), welcher die 
durch die Gauss'' sehe Reihe darstellbaren Functionen genügen, die eimige am 
der Klasse der durch die Gleichung (12.) in No. 4 repräsentirten Differential- 
gleichungen, welcher die in 1) angegebene Eigenschaft zukommt. 

Berlin, October 1865. 
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ÜBber die Entwicklung einer Function von beliebig 
vielen Variablen nach Laplaceschen Functionen 

höherer Ordnung. 

(Von Herrn F. 6. MdUer su Dansig.) 



JLrie beiden SAtze, anf welche man bei der Entwicklang einer Fonction 
von zwei Variablen nach Kngelfunctionen die Bestimmang des allgemeinen 
Gliedes zu grfinden pflegt, sind von Herrn Cayley *) auf die von ihm definirten 
allgemeineren, von beliebig vielen Variablen abhängigen JLop&iceschen Fnnctio- 
nen fibertragen worden. Anf ganz anderem Wege sind diese Sitze später 
von Herrn Heine in der Arbeit „Die speciellen JLamäschen Functionen erster 
Art von beliebiger Ordnung^ **) abgeleitet, worin man ausserdem eine Reihe 
von interessanten Eigenschaften der speciellen Functionen findet, welche in 
der allgemeinen Theorie die Stelle der Kugelfunction P,(cos/) und ihrer Zu- 
geordneten vertreten. Schon vor dem Erscheinen der soeben genannten Arbeit 
war ich durch Uebertragung der Eigenschaften des Potentials einer Flftchen- 
belegung auf ein vielfaches Integral zu einer Verallgemeinerung der Laplace^r 
sehen Reihen gelangt. In dem zu Ostern 1864 ausgegebenen Programme 
der Realschule zu St. Johann in Danzig habe ich die Form der Reihen für 
beliebig viele Variablen aufgestellt und den Fall dreier Variablen einer spe- 
ciellen Discussion unterworfen. Ich sprach dort zugleich meine Absicht aus, 
in einer späteren Bearbeitung auf die Erörterung der Convergenz der allge- 
meinen Reihenentwicklungen einzugehen, sowie auch auf die Betrachtung ge- 
wisser neuer Reihen, welche aus jenen dadurch hervorgehen, dass man die 
Zahl der Variablen unendlich gross werden, die zu entwickelnde Function 
aber nur von einer beschränkten Anzahl derselben in passender Weise ab- 
hängen lässt. Die letzteren Reihen, bei welchen die Variablen nicht auf ein 
bestimmtes Intervall beschränkt sind, sondern alle möglichen reellen Werthe 
annehmen können, erwiesen sich mir später als ein besonderer Fall der von 
Herrn HermUe***) schon am Anfange des Jahres 1864 veröffentlichten Ent- 

*) Sur les fonctions de Laplace. LiouviUeB Journal Bd. 13. 
*♦) Bd. 62, S. 110—141 dieses Journals. 
***) Sur un nouveau däveloppement an s^rie des fonctionB« Comptes Bendus, 
Bd. 68, S. 93-100 und 266-273. 

Journal fUr Mathematik Bd.LXVI. Heft 2. 21 
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Wicklungen, indem sie sich aus denselben durch Specialisirung der darin auf- 
tretenden quadratischen Form ergeben. Da mir der Nachweis der Verwandt- 
schaft der Reihen des Herrn Hermite mit den verallgemeinerten .LaplacesAen 
Reihen und die Untersuchung der Convergenz der letzteren nicht ohne Wich- 
tigkeit zu sein scheint, so glaube ich, dass die nachfolgenden Mittheilungen 
auch neben den genannten Arbeiten noch Manches bieten werden, was der 
Beachtung werth ist. Verschiedene, ohne den gewünschten Erfolg gebliebene 
Versuche, den auftretenden Convergenzbedingungen allgemein eine einfachere 
Gestalt zu geben, haben mich von einer früheren Veröffentlichung zurück- 
gehalten. 

§. 1. 
Definition der Laplaeenchen Functionen n^' Ordnung. 

Die partielle Differentialgleichung 

hat, wie bekannt, den reciproken Werth des Ausdruckes 

zum particulfiren Integral. Es genügt ihr also, wenn unter K' eine beliebige 
endliche Function der a verstanden wird, auch das (n+l) fache Integral 

rK'da^da^...dan^i f K'dt 

^ "=y — Ä ^j'~R^' 

vorausgesetzt, dass R für keinen innerhalb der Integrationsgrenzen gelegenen 
Werth der a verschwindet. Führt man nun statt der x die Variablen p^ 91, 
ip^^ .. . ip^ em vermittelst der Gleichungen 

Xi = (icos9>i, 

X2 = (fSVKfi cos <p2^ 



x^ = (>sin9iSin9>2--*sin9^|C0s^,^ 
x.^, = (»sin9>isin</)3...sin9>^isin9»^ 
so geht (1.) über in: 

worin qi « 1, und für « >> 1 : 

q^ = (sin9)jsin9)2 ••sin9«.i}'; 
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und wenn man der obigen Substitution entsprechend 

Ol = /cosili, 

Ol = /sinilicosils, etc. 
und ausserdem 

a^x^+OiiCiA l-«»+ia?^i = /pcosai 

seilt, so wird 

R = (r-.2/pcosai+p')*^"^^ 

M = /-sin-Ui...8inU^irf/rfAi...rfA^irfA.. 

Die Function e soll jetzt so specialisirt werden, dass sie für ii = 2 mit dem 
Potential einer auf einer Kugel vom Halbmesser 1 vertheilten Massenscbicht 
zusammenfällt. Zu dem Zwecke verwandeln wir K' m k:e, verstehen unter 
V eine von / unabhängige Function der a^ unter b eine unendlich kleine 
Grösse, integriren nach / von 1 bis 1+^ imd nehmen und n als Integra- 
tionsgrenzen von Ij, ... l^i^ dagegen und 27i als die von 1.. Indem wir 
noch zur Abkürzung 

r = (l-2pcosai+p^)»<-*>, 
d& = sin"^Ui...sinU^irfAi...rfi^irfi, 
setzen, erhalten wir 

(3.) .=/^- 

Bezeichnet nun jR«(cosco) den Coefficienten von (i** in der Entwicklung von 
r"* nach aufsteigenden, oder, was dasselbe ist, den von (>"•'"•+* in der Ent- 
wicklung von r'^ nach absteigenden Potenzen von (»^ und setzt man 

(4.) X^ =yAp'Ä«(cosai)rfa', 

dann gilt für «, je nachdem p < 1 oder > 1, die erste oder die zweite der 
beiden folgenden Reihenentwicklungen: 



(3-.) e = 1 r-X., 
(3".) e = T^—- +'JC, 

und darch EinfOhrnng der einen oder der anderen in (2.) ergiebt sich fdr 
X^ die (schon von Herrn Heine aafgestellte) partieUe Differeotialgleichung 

(5.) m{m^n-\)X^+£ . 1_, — ^Un*-<p,^) = 0. 

21 • 
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Eine jede Lösung Z« dieser Differentialgleichung, welche, wie es mit J[. der 
Fall ist, eine ganze rationale Function {m^^ Grades) der Grössen cos 91, 
sin 9)1 cos ^2 etc. ist, möge eine JLapfacesche Function n^ Ordnung heisseii: 
unsere Aufgabe besteht dann darin, eine Function von n Variablen ^, wd^e 
für alle Werthe von ^1 , ... (p^^ zwischen und n und für alle Werthe 
von 9). zwischen und 2n gegeben ist, in eine Reihe Zo+Zg+2^+^** von 
Xapfoc^schen Functionen n*"*' Ordnung zu entwickeln. 



§. 2. 

Ableitung der Reihenentwicklungen. 

Fflr II = 2 kann die Form der Reihe bekanntlich sehr leicht durch 
Anwendung des Satzes erhalten werden, dass die zur KugelflAche normale 
Attractionscomponente beim Durchgange durch die Fläche eine plötzliche Aen- 
derung um eine Grösse erfährt, die der Dichtigkeit der Massenschicht an der 
Durchgangsstelle proportional ist. Dem analog suchen wir in dem allgemeinen 
Falle den Grenzwerth zu ermitteln, welchen die Differenz 



\ d(f A^-i+f) ^ dg /(e«i-') 



= D 



fflr ein unendlich kleines positives e annimmt. Diese Differenz stellt sich ver- 
möge (3.) als der Unterschied zweier vielfachen Integrale dar, deren ent- 
sprechende Elemente sich unendlich wenig von einander unterscheiden, mit 
Ausnahme derjenigen, für welche r der Null sehr nahe liegt. Da dies aber 
nur fOr kleine Werthe von cu stattfindet, so ist es zweckmässig, es so einzu- 
richten, dass u) eine der lulegrationsvariäblen wird. Indem wir deshalb von 
den Variablen k fOr den Augenblick wieder zu den a zurückgehen, ersetzen 
wir diese durch n-l-l neue Variablen b, bi^...b^ durch die folgende ortho- 
goniile Hubititution: 

ai n cos 9^1 6— sin 9)1 61 

I Ol » sin y , cos ^a 6 + cos (pi cos (f'^ b^ — sin 92 b^ 

]a^ «» slny4...cosy«6+ — siny.ft, 

a^i « sinyi...slny,6+ +cosy,6., 

worin die ('oefffloienten von b^ aus denen von b durch partielle Differentiation 
üioti V'm unter Fortlassung des gemeinsamen Factors sin9)i...sin9>^i^ hervor- 
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gehen. Aus diesen Gleichungen folgt: 

6sa|COS9i+a2Sin9>|COS93+*** = /cosco^ 
und setst mioi ausserdem 

6i = /sincocoscO|, • . •) 6, = /sincD...sinco^i, 
so wird (3.) transformirt in: 

J. . .f ''F(p)8in"""*coi...sin'«o^2rf«>i-.-rftt>— n 



e = 
wenn 






SO dass es sich jetzt nur um die Werlhbeslimmung der Differenz F'(l+«)— F(l— «) 
handelt. Differentiirt man nun F{(f) nach q, setzt dann (> = 1+«^ und zugleich 

cosoi = 1 -}z% ^ (i-i^«)*-i. k = h\ 
so erhAlt man: 

Das erste dieser Integrale Ändert sich, wie leicht zu sehen, unendlich wenig, 
wenn 6 in — c verwandelt wird. Es kommt also nur das zweite in Betracht, 
welches wir in zwei Theilintegrale mit den Grenzen und d, d und 2 zer- 
legen, wAhrend wir d mit e zugleich gegen Null hin abnehmen lassen, jedoch 
so, dass der Quotient £ : d stets unendlich klein bleibt. Das zweite Theilin- 
tegral ist, wenn H einen gewissen endlichen Werth bezeichnet, gleich 

BjT^ = fl(^-.). 

verschwindet also zugleich mit t, and das erste ist, wenn (h') den Werth 
des h' für einen gewissen zwischen and d gelegenen Werth s, des « be- 
deutet, gleich 

Aber der Factor von (V) Tor dem Integralzeichen ist anendlich wenig von 
1 verschieden, and das Integral geht darch die Sabstitulion s = er** aber in: 

J (i+0*<'+'> "-/ 0+0«-+') -ri(«+i)' 
(t) 
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Das Doppelte dieses Werthes mit {h') oder ^(1— ii)(Ar') moltiplicirt ist gleich 
der Differenz F'(l+«)— /*"(!— «X '»»<' <i«her ist: 

(7.) D = _ 2^i^y:y''''(ik')8i„-««,....si0^a,_,d«,,...rfa,_,. 

Es bedeutete {k') den Werth des k' fflr ein unendlich kleines to. Aber fOr 
10 = folgt aus (6.)) dass cos A^ = cos 91, sin 1^ cos il^ = sin 9)1 cos 9)2 u. s. w., 
und hieraus gehen unter der Voraussetzung, dass die (p keinen ihrer Grenz- 
werthe und n (resp. und 2n) besitzen, für die l die bestimmten Auf- 
lösungen il| = 9i, l2 = <p2 u. s. w. hervor, von denen sich die fQr ein unend- 
lich kleines (o geltenden nur unendlich wenig unterscheiden. Wenn also die 
Function k' =f{li^ •. i») für das besondere Werthsystem ii = yi, ^ = ^2 ©tc. 
nicht vieldeutig ist, so nfthert sich (Ar') der von w^, CO2 etc. unabhängigen 
Grenze iS^==/'(9>i9 ... ^nX und die Gleichung (7.) kann dann durch die folgende 
ersetzt werden: 

^^''^ ^ = (-5^ )i+.-(-5^)w= -rKn-i)*- 

In Betreff der Grenzwerthe der Variablen wird die Bemerkung genügen, dass 
D ffir fpi = Q und q>i = 7i von 9?^!, 9><^2 etc. unabhängig, und dass fOr 9)»=:0 
und 9>„^27i an Stelle von k das arithmetische Mittel der diesen beiden Werthen 
entsprechenden Functionalwerthe zu setzen ist. 

Indem man (7'.) mit (3'\) und (3'.) verbindet, darauf (» = 1 und für 
X^ den in (4.) befindlichen Werth setzt, erhAlt man: 

aber die Gältigkeit dieser Entwicklung bleibt zweifelhaft, weil ihre Ableitung 
auf der Annahme beruht, dass die angewandten nach Potenzen von if fort- 
schreitenden Reihen, welche fQr q = \-\'B, resp. (>=:1— €^ allerdings sicher 
convergent sind, ihre Convergenz auch noch fQr if = \ beibehalten. 

Die in dem allgemeinen Gliede auftretende specielle Laplacesche 
Function R^{cos(o) hat, je nachdem n eine ungerade oder gerade Zahl ist, 
einen wesentlich verschiedenen Charakter; es ist nämlich, wenn man js statt 
cosw schreibt, 

für « = 2^+1, ^>0: 

D /-x 1 d^0O8(m + ^)ai 
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und fflr 11 = 2^+2, fi^fi: 

in Betreff welcher Ansdrflcke ich auf die oben angefahrte Arbeit des Herrn 
Herne verweise. Die Reihe in (I.) fflhrt also auf die beiden folgenden 
Reihen : 

dt = sin'^A,...sin*il2^di|...rfÄ2^^i, 
J8 = cosco =3 cos^|COSili+8in^|SiniliCOS92COS^ + **- 

+ sin ^1 sin ^1 . . . sin fjp2^ sin ^2/« eos (^2^1+1 — ^2^+1 )• 

Die Ausdrücke für dr und « in der lotsten Gleichung gehen aus den voran- 
stehenden durch Verwandlung von 2/i in 2/ii+i hervor. 

§. 3. 
Ueber die Convergenz der ReiheDentwickluugen. 

Die wichtigen Arbeiten Dirichlets Aber die trigonometrischen und die 
nach Eugelfunctionen fortschreitenden Reihen (im 4^*"" und 17**" Bande dieses 
Journals) bieten die hauptsächlichsten Ufilfsmittel dar, nm auch die erhaltenen 
allgemeineren Reihen zu untersuchen. Bezeichnet man durch S^ die Summe 
der m—fi + i ersten Glieder der Reihe (I".), in welcher die Function /"als 
endlich vorausgesetzt werde, und bemerkt man, dass 

cos(^co}+cos(/u+l)co+-.. + cos(iiico) = i *^°g^Lr —^^ 

wo G eine ganze Function von js vom ^u— 1^*"' Grade, so findet man: 

und wenn man dieses Integral durch die Substitution (6.) transformirt und 

!F(a)) = J. . ^Jfi}'i 9 • • . ^^-f 1) sin^'""* coi . . . sin* m^^^x *0i . . . rfco,^ 
u 

setzt, so wird: 
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Wenn nun die Function !P(ai) sin^^'^ co und ihre nach «^ cos ai ^9nomnieiien 
/i— 1 ersten Differential^otienten innerhalb der Integrationsgrenzen continuir- 
lich bleiben nnd an den Grenzen selbst verschwinden, so ist es nicht allein 
erlaubt, ^mal hinter einander theil weise zn integriren, sondern es verschwin- 
den auch die vom Integralzeichen freien Glieder, so dass man, indem man 
zur Abkürzung 

setzt, für S^ den Ausdruck erhAlt: 

(JB.) «. = -!- /" "°('»4-i)« ;f(a,)rfa,. 

* 

Ffir ein unendlich grosses m nfthert sich derselbe, wie Dirichlet gezeigt hat, 
sicher dann dem Werlhe Jr(+0), wenn dieser Werth endlich ist und X(a}) 
in dem Intervalle von bis n weder unendlich viele Stetigkeitsunterbrechun- 
gen erleidet noch unendlich viele Maxima und Minima besitzt*). Betrachtet 
man nun W{(o) als den Quotienten von !?((») sin'^^^oi und sin''^*©, so ist, 
weil diese Grössen nebst ihren /i— 1 ersten nach z genommenen Differential- 
quotienten fOr (0 = verschwinden, ?(+0) gleich dem Quotienten der /i^' 
Differentialquotienten beider für co = 0, wodurch man leicht findet, dass 

Es wird also 8^^CV{+0)y und diese Grösse ist aus den schon bei Gelegen- 
heit der Gleichung (7.) des vorigen Paragraphen angeführten Gründen gleich 
A9i9 9^9 **- V^s/K-Hi)) sofern dieser Werth nicht vieldeutig ist und keine der 
Variablen einen ihrer Grenzwerthe besitzt. 

Wenn dagegen irgend eine der Functionen !P(<o)sin^^'~^ai und ihrer 
/i— 1 ersten Derivirten nach z für einen oder mehrere Werthe (c) der Va- 
riablen CO innerhalb der Integrationsgrenzen unstetig, aber nicht unendlich, 
wird, so kann man auf das Integral in {A.\ indem man es durch Einschaltung 
von Zwischengrenzen an den unstetigen Stellen in Theilintegrale zerlegt, noch 
immer das Verfahren der theilweisen Integration anwenden, aber es enthftlt 
alsdann 5» ausser einer Anzahl von Integralen, deren Summe sich fDr m = oo 
wiederum auf X{+0) reducirt, noch eine Anzahl von Gliedern, die vom In- 



*) In Betreff der irregulären Functionen^ für welche die letzteren Bedingungen 
nicht erfallt sind, verweise ich auf eine Abhandlung des Herrn lApichit», in Bd. 68 
dieses Jonmals (S. 296—308). 
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tegralzeichen frei sind, und weil sie je einen der Werthe von 

als Factor enthalten, bei unbegrenzt wachsendem m unbestimmt oder unend- 
lich werden. Es kann also hier von einer Convergenz der Reihe nicht die 
Rede sein, und eben so wenig wird dieselbe in dem Falle, wo die Derivirten 
von V{io) stellenweise unendlich grosse Werthe annehmen, stattfinden können, 
wenngleich sich dieser Fall nicht durch die nämlichen Schlüsse erledigen lässt. 

Man darf übrigens nicht übersehen, dass wiewohl nach (6.) die a ste- 
tige Functionen der b, d.h. (wenn wir 7=1 setzen) die Grössen cosii, 
sin ^1 cos ^2 etc. stetige Funclionen von cosco, sinwcosco, etc. sind, dennoch 
fQr die Variablen X selbst nicht durchweg das Gleiche stattfindet, indem ins- 
besondere hi^^i bei continuirlich sich änderndem w plötzlich von einem der 
Grenzwerthe und 27i auf den andern überspringen kann, und diesem Um- 
Stande ist es, wie ich beiläufig anführe, zuzuschreiben, dass für das specielle 
Werthsystem y^ = yj = ••• = ^j^+i = 4^ die Function W{ü)) bei a)=={n im 
Allgemeinen eine plötzliche Aenderung erfährt und dadurch eine Divergenz 
der Reihe hervorbringt. Auf der anderen Seite aber ist das Folgende fest- 
zuhalten: Wenn die Function /'(>ti,... A^^^,) als eine stetige Function g der 
2.a+ 2 Variablen ai = cosA|, a, = sinil|C08^ etc. betrachtet werden kann, und 
wenn auch die sämmtlichen nach den a genommenen partiellen Differential- 
quotienten von g bis zu denen der ^t— 1***" Ordnung inclusive stetige Functio- 
nen der a sind, so ist die Function f, so wie ihre ^—1 ersten Derivirten 
nach (o, auch in Bezug auf die Variablen w, cuj, ... durchweg stetig, woraus 
man leicht schliesst, dass dann die Bedingungen erfüllt sind, unter welchen 
die Transformation von (A.) in (B.) möglich ist. 

Was die Reihe (P.) betrifft, so kann man dieselbe offenbar statt bei 
111=0 auch bei m = —fi beginnen lassen, und wenn man dann jedes Glied 
derselben durch die Substitution (6.) transformirt , so wird man, unter der 
Voraussetzung, dass eine ^- malige theilweise Integration statthaft ist, auf ein 
Integral von der Form 

S. =/'>(a>)aPo(a) + |/^iW+--+i(2m+l)F^(a))sin«ida, 



geführt, dessen Werth, falls F(cü) endlich, sich nach Dirichlet für m = cc auf 
F(+0) reducirt, d. h., wie man zufolge der Bedeutung von F{a}) finden wird, 
im Allgemeinen auf /"(^i ,... 9)2^+2). 

Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 2. 22 
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§. 4. 

Die Reihen beliebiger Ordnung für Functionen einer einzigen Variablen. 

Wenn die Function f nur von der ersten Variablen q>i abhängt, wäh- 
rend iLt beliebig bleibt, so darf man ^ = ^3=:...=:0 setzen, und die Reihe 
(P.) lässt sich durch Benutzung einer von Herrn Heine (a. a. 0. S. 141) ge- 
gebenen Integralformel oder auch durch Benutzung der Differentialgleichung 
(5.) in die Form bringen: 

« _ 2 j rCm — jtt+i) (i^co8(my) . 

wobei (py l statt cpi^ ^i und m statt des früheren m+fi geschrieben worden 
ist. Die Function ¥^(0?) vereinfacht sich jetzt in 



W{a)) = c/'VWsin'^-'cüjdcüi, 



wo c eine leicht angebbare Constante, und nach (6.) ist; 

a= cosA = cosycoscü— sinysincüCoscO|. 

Ist nun zunächst y = 0, resp. (p = 7i^ so wird i = w, resp. = ti— co, also von 
wi unabhängig, so dass ¥^(ctf) sich nur durch einen constanten Factor von 
/"(A), resp. f{7i—l\ unterscheidet. Die Reihe ist also für die Grenzwerthe 
und 71 divergent, wenn die Functionen /*(A), f\k\ ... f^f'-^^l) innerhalb des 
Intervalies von bis n nicht sämmtlich stetig sind. 

Wenn dagegen (p von und n verschieden ist, so ist es für alle 
zwischen und n gelegenen Werthe von o) erlaubt, die Integrationsvariable 
a>| durch a auszudrücken, und es wird, wenn man zur Abkürzung setzt: 

sin*"'^^9[sin^ysin^a>— (cosycosw— a)^]^"* = M^ 
sin^'"""*tü¥'(co) = cf ^"*'/'(arccosa)ifrfa. 

C09(9+<tf) 

Die wiederholte Differentiation dieser Gleichung nach j5 = coscu ergiebt mit 
Rücksicht darauf, dass M und die fi—2 ersten Derivirten von if für a=^cos{(p-'0)) 

und a = cos (9)+ tu) verschwinden: 

Dieses Integral aber ist selbst dann eine stetige Function des Parameters cu^ 
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wenn /"(arccosa) oder f{k) stellenweise disconlinnirlich ist, und es verschwindet 
ausserdem, wenn co sich dem Werthe oder n unbegrenzt nähert. Diese 
Eigenschaften reichen hin, um die Umformung der Gleichung (A.) des vorigen 
Paragraphen in (J5.) zu rechtfertigen, und die Reihe convergirt also, wenn 
y weder = noch = tt, gegen den Werth von X{€) für ein unendlich kleines 
positives €, d. h. gegen ^[f{(P'-€)+f{(p + f)]^ wie man findet, wenn man in 
der vorangehenden Gleichung «=7^—1 nimmt und die entstehende Formel 
nach ü) differentiirt. 

Die Reihe (I^.) nimmt für den Fall einer einzigen Variablen die Form an: 



B. =/"..,i„....,a)^^^£^ 



und erweist sich dann als im Wesentlichen identisch mit der Entwidmung 
einer Function nach den Zugeordneten von F«(cosy). (Vergl. Heine, 
Handb. d. Kugelf. §. 52.) Wie ich einer gefälligen Mittheilung des Herrn 
Heine zu entlehnen mir erlaube, kann diese Reihe und zugleich der Beweis 
ihrer Convergenz für zwischen und n gelegene Werthe von (p sehr leicht 
dadurch erhalten werden, dass man die Kugelfunctionenreihe, durch welche 
nach Dirichlet jede endliche Function zweier Variablen dargestellt werden 
kann, auf die specielle Function F{(pyrp) = f!,(p) sin'' q> cos (liitp) anwendet und 
die daraus entspringende Entwicklung von dem Factor s\n"(pcos(fiyj) befreit. 
Aber für (p = und y = ti ist die Division durch diesen Factor unstatthaft, 
und die Convergenz der Reihe bleibt zweifelhaft. Sie findet jedoch dann 
allerdings sicher statt, wenn die u— 1 ersten nach cosA genommenen Diflfe- 
rentialquotienten von /*(i)sin^^A, so wie auch diese Function selbst, stetig 
und an den Grenzen = sind, und wenn der y Differentialquotient endlich ist. 

§. 5. 

Der Fall einer unendlich grossen Anzahl von Variablen. 

Die Summe der unendlichen Reihe auf der rechten Seile von (I.) in 
§. 2 lässt sich, wenn man dem allgemeinen Gliede den Factor (>"* hinzufügt 
und (><Cl nimmt, durch den folgenden geschlossenen Ausdruck darstellen: 

22* 
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Es bezeichne nun r eine ganze Zahl, die kleiner als n—i ist, und es sei k' 
von den Variablen A^+i, K-^2^ • • • Ä„ unabhängig, dann ist es erlaubt (py^i=^ 
9y.^2 = *'==0 zu setzen, es wird 

coscü = cos9?iCOsAi + --+8inyisinii...sinyySinX^cosiy^.i, 
und wenn man die Integrationen nach X^^j, K+z^ • • • ausführt, cos^^+i = t ^nd 

— I '' 

setzt, so ist: 

Wir werden jetzt die bisherigen Variablen vermöge der Substitutionen 

durch neue ersetzen, ferner statt k' die Function F(yi^,..ffy) einfähren, und 
darauf die Zahl n ins Unendliche wachsen lassen, während v einen gegebenen 
endlichen Werth beibehält, dann geht S über in: 

(8.) S = ^/'-/F(y,,...yy)J.e-''dy,..,dyy, 



— » 



Y = y]+yl+-'+yU 
und für J findet man, wenn man t = Q+d^y— macht, durch eine keiner be- 
sonderen Schwierigkeit unterworfene Rechnung den Ausdruck: 

(9.) J= (l-p')-*''e'.-.' , 
worin: 

Es lässt sich nun J auch in die Form bringen: 

(9'.) J= f''"^ , wenn: Q = £(^^^^ 
and vermöge dieses Werthes Ton J geht (8.) aber in 
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nnd wenn man dieses Integral dnrch die Substitution 



transformirt, so findet man, dass dasselbe, wie es auch nach der Art seiner 
Entstehung nicht anders zu erwarten war, sich für ein unendlich wenig von 
1 verschiedenes p der Grenze F{xi^...x,) nähert, wenigstens sicher dann, 
wenn die Function F für alle Werthe der Variablen endlich und F(xi, ..,Xy) 
nicht vieldeutig ist. 

Kehren wir jetzt zu (8.) und (9.) zurück und denken uns / in die Reihe 

entwickelt, welche für p^<Il convergirt, so wird unter der Voraussetzung, 
dass die durch Einführung derselben in (8.) entstehende Entwicklung auch 
noch für p = 1 convergent ist, die Function F durch die Reihe 

(IL) Fix,,... X,) = X,+X,+X,+-' 

dargestellt, deren allgemeines Glied 

—CO —OD 

eine ganze Function m**" Grades der Variablen x,, . . . Xy ist und der Dif- 
ferentialgleichung genügt, die aus (5.) durch die Annahme 9?« = i^— a?, y — , 
fi = 00 hervorgeht: 

(11.) 2«Jl.+5>-^(e-''-g-) = 0. 

Um nun J^ in entwickelter Form darzustellen, zerlege man J in dasProduct: 

(12.) J = E{x,,y,)E{x,,y,)...E{Xy,yy), 
wobei E{x,y) definirt ist durch die Gleichung: 

(13.) E{^x,y)==' e e . 



Bei der Entwicklung von E kann man sich entweder der Differentialgleichung 

(14.) a,:|-2..^ + ^ = 

oder, wie ich es vorziehen werde, des folgenden bestimmten Integrales be- 
dienen, worin t die Bedeutung von ^--1 hat: 

(15.) E{x,y) = ^y^e-(*-y»o'-(-+e<o'rff. 
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Wenn man hierin die Exponentialg^össe mittels des Toyforschen Lehrsatzes 
nach Potenzen von q entwickelt und 

(16.) x(-) = (-2)-e-^^. 



(17.) V'"' = 7^y*«~''~'*'' ''<'' 



setzt, wobei jf'"' genau dieselbe Function von y, wie x^"^ von x, ist, so er- 
giebt sich: 

(18.) E(x,y) =.;j-^a.c->y<-), 
und hieraus folgt wegen (12.): 

•'---' JT(«.) n(«.) •• /2(«,) ' 

wenn die Summe sich auf alle Werthe 0, 1, 2, 3 ... der a bezieht, fOr 

welche «iH \-ay = m. .Vermöge dieses Ausdruckes verwandelt sich die 

Reihe (II.) in 

,ni.) F(x„ . . , X,) = ;e4^J^1±^ .<••' . . . ,y, 

A. ., =/'... fF(, ,,)f'r'...tye-^d,,...dg., 

während fär «i, . . . a^ alle Zahlen der Reihe 0, 1, 2, 3, . . . zu setzen sind. 
In dieser Form erweist sich unsere Entwicklung leicht als ein speciel- 
1er Fall der von Herrn Hertnite gegebenen, auf welche in der Einleitung 
hingedeutet wurde. Um auch zu diesen allgemeineren Reihen in ähnlicher 
Weise zu gelangen, wie wir zu (III.) gelangt sind, mässte man auf (8.) und 
(10.) zurückgeben und in Q statt der Summe der Quadrate der Grössen 
Q^J^i — yi'i 9^2 — y 2^ •*• eine beliebige positive quadratische Form eben der- 
selben Grössen einführen. Man wird dadurch zunächst auf eine einzige, der 
Reihe (U.) analoge Reihe geführt. Stellt man darauf das verallgemeinerte J 
in (9'.), um es nach Potenzen von q entwickeln zu können, durch ein ^^-faches 
Integral dar, in ähnlicher Weise, wie in unserem speciellen Falle J vermöge 
(12.) vnd (15.) durch einProduct von v einfachen Integralen dargestellt wurde, 
so erhält man für J^ eine Zerfällung in einfachere BestandtheUe, deren jeder 
das Product einer Function der x in eine davon verschiedene Function der 
y ist. Da aber der EntwicklungscoefGcient J^ in Wahrheit in Bezug auf 
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A\e X und y symmetrisch ist, so ergiebt sich durch die VertftUSchuHg dieser 
Grössen noch eine zweite, von der ersten verschiedene Dwstelhingsfonn des- 
selben, und auf diese Weise entstehen die beiden von Herm Hermite gege^ 
benen Entwicklungen, deren inniger Zusammenhang auch hierdurch aufs 
Deutlichste hervortritt. 

Zum Schlüsse mögen noch einige Notizen über die Function a^''^ Plats 
finden. Durch das Integral in (17.) erhftlt man sehr leicht die bekannten 
Relationen: 

dx ^ '2 

Die zweite ist ein specieller Fall der folgenden: 

Nach Potenzen von x geordnet ist: 

X -X j 2« + j-g 2^ 

Den Werth des Polynoms a:^"^ fflr ein unendlich grosses a hat Herr Hermite 
mit Hülfe der Differentialgleichung 



bestimmt. Um denselben vermittelst des bestimmten Integrales in (17.) abzu- 
leiten, bringe man dasselbe in die Form: 

(17'.) a:(«> = -^e*y**c-*Vcos(2to-ia7r)rf« 

und transformire es durch die Substitution t=^y-^+&, so wird: 
a?c> = Ä/**e-^'-^cos(2a:^+a?}/2ä-ia7i)rfd, 

Das in K multiplicirte Integral zerlege man in drei andere T|, T,? Ta mit 
den Grenzen —y-o" ^"*^ '"''*^ —^ ^^^ ^> ^ ^^id oo, wobei m positiv und 
<: l/-^« Da innerhalb der Integrationsgrenzen beständig positiv ist, so sind 



V 
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Tx und Ts verschwindend klein, sofern nur m mit a zugleich unendlich wird. 
Man kann aber m so langsam zunehmen lassen, dass in T, bestfindig $ = S^ 
ist; es wird also: 

r, = cos(a:}/2a-^a7i)y^V'*"cos(2(r^)rf^ = |/yc-*''cos((r|/2^-^a7i), 

und somit: 

a.(«) = |/2c-^(-|-)*"c»'"cos(a?|/2^-4a7i). 

Danzig, im Mai 1866. 
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Heber Theta- Functionen vielfacher Argumente. 

(Von Herrn ö. Roch in Halle.) 



JLrie Methoden Riemanns^ welche die Anzahl und Lage der Nullpunkte 
von i9^(tti— Ci, ... iip — Cp) bestimmen, wenn «i, ... u^ gewisse endliche blei- 
bende Integrale 

/<)pi dz (^ (pp ds 

"öF \~^r- 
-er ^ "öT 

mit gemeinschaftlicher oberer Grenze bedeuten, geben auch die Fundamental- 
sStze über das Verschwinden von 

S^imui-'Ci^ ...mUp-'Cp)^ 
wo m eine ganze Zahl. 

Diese Methoden lassen auch die Bedingungen der Transformationen er- 
kennen, welche der complexen Multiplication elliptischer Functionen entsprechen; 
doch will ich mich jetzt auf ganzzahlige m beschränken und die Sätze mit- 
theilen, welche durch geometrische Interpretationen eine grosse Anschaulichkeit 
gewinnen. Diese geometrischen Anwendungen der Theorie ^6e/scher Integrale 
sind wesentlich von denen verschieden, weiche Herr Clebsch (Bd. 64 dieses 
Journals) so wie ich (üeber Doppeltangenten etc.) früher berührt haben. 

Die zu Grunde liegende algebraische Gleichung F(8yZ) = stelle, wenn 
8 und z Cartesische Coordinaten sind, eine Curve i»**"* Grades dar. Ist r die 
Anzahl der Doppdpunkte dieser Curve, so ist 

(1) P = 2 r. 

Diese Curve werde von einer andern qr**' Ordnung in qn Punkten ge- 
schnitten. Man bilde die Summe der Integrale «i, . . . ii^^ einzeln über diese 
qn Punkte ausgedehnt. Sind dann, über qn beliebige andere Punkte die ana- 
logen Summen ausgedehnt, diese letzteren gleichwerthig, so kann man immer 
durch i9^- Functionen eine rationale Function von 8 und ss darstellen, welche 
in den ersten qn Punkten unendlich, in den letzteren Null wird. 

In Bezug auf die Darstellung dieser Function durch die Buchstaben 8 
und z aber ist zweierlei möglich; entweder nämlich ist dieselbe ganz allge- 
mein der Quotient zweier ganzen Functionen vom q^^'' Grade, oder dieses 

Journal ffir Mathematik Bd. LXVI. Heft 2. 23 



178 Roch, über &-- Functionen vielfacher Argumente. 

Letztere ist nicht der allgemeinste Ausdruck. Ein Beispiel für das Letztere 
ist die Gurve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunktai. Hier ist /ir=l. 
Seien ^=0, g = zwei Gerade, so verschwindet — in vier Punkten und 
wird in vier Punkten unendlich. Der allgemeinste Ausdruck aber einer Function, 
die in den vier Punkten unendlich ist, in denen g gleich Null ist, enthält 
4 — 1 + 1=4 Constante, während in der Gleichung der Geraden ^=0 nur 
drei willkürliche Constante enthalten sind. Man erkennt ohne Weiteres, dass 
p eine gewisse Grösse haben muss, damit dies nicht eintritt. 
In der Curve q^^^ Ordnung sind {q<in) 

2 
Constante enthalten , und dies muss der in meiner früheren Notiz (über die 
Anzahl willkürlicher Constanten etc. d. Journ. Bd. 64) gegebenen gleich sein. 

Von den qn Schnittpunkten einer Curve «*" Ordnung sind g^^ ^ 
durch die fibrigen bestimmt. Dies wird, wie auch das Folgende ergeben wird, 
die untere Grenze für p sein. Nehmen wir also 

(2.) P = gn-'-^+i. 
Durch Vergleich mit (1.) ergiebt sich dann 

(3.) r = (n-<t-iXn-q-2-) _. 

Die Functionen 9)^ welche die Zähler der endlich bleibenden Integrale bilden, 
sind vom Grade n—S. In den r Doppelpunkten verschwinden aber i (t==0 
einschliesslich) linear von einander unabhängige Functionen vomGradei»— 9— 3; 
diese seien mit /"(«, z) bezeichnet. Sei g{8, ä) vom Grade q; so giebt es also 
i Functionen cp, welche linear von einander unabhängig sind, nämlich die Fun- 
ctionen f.g, und in den qn Nullpunkten von g verschwinden. Die allgemeinste 
Function, welche in diesen Punkten unendlich wird, enthält daher 

Constante; so viele enthält wirklich die Function vom Grade q. 

Diese Betrachtungen sind geführt in der Voraussetzung, dass die Curve 
q*^' Ordnung nicht durch Doppelpunkte geht. Sie beweisen, dass wirklich der 
Quotient zweier ganzen Functionen vom 9*^" Grade der allgemeinste Ausdruck 
einer Fanction ist, die in den qn Schnittpunkten von ^^0 nnendlLch ist; oder 
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sie beweisen: wenn die p Summen der Integrale Ui^ ... iip aber qn Punkte 
ausgedehnt die Werthe haben, wie sie qn Schnittpunkten einer Curve 9'" 
Ordnung zukommen, so liegen diese Punkte auch allemal auf einer Curve 
^' Ordnung, sobald 

Wir müssen nun die Anzahl der Nullpunkte von &{mur-Ci^ . . . mu^—Cp) auffinden. 
Das Verfahren, welches Riemann im §. 22 d. Abhdlg. angiebt, führt auch hier 
zum Ziele; dlog& ist zu beiden Seiten der Querschnitte (üy) gleich gross; zu 
beiden Seiten von (6J hat es um 

verschiedene Werthe; das Integral /dlg&y Ober die Begrenzung von Taus- 
gedehnt, giebl p2m^7ii^ also m^p als Anzahl der Nullpunkte. 

Dies ist das Theorem, dessen geometrische Anwendungen jetzt aus- 
einander gesetzt werden sollen. 

Betrachten wir zunächst Curyen dritter Ordnung ohne Doppelpunkt, 
wo p = i' Die Summe der Werthe des Integrales u, über die drei (Schnitt- 
punkte einer Geraden ausgedehnt, sei g. Dann verschwindet 

in m^ Punkten, in denen 

fnu+ 21a = g. 

Es giebt also 4 Gerade, welche durch einen Punkt (a) der Curve gehen und 
diese ausserdem berühren; und es giebt 9 Gerade, welche osculiren, die 9 
Wendetangenten. Ferner kann man noch Kegelschnitte untersuchen; diese 
schneiden in 6 Punkten, die Summe der Integralwerthe über diese Punkte hat 
den Werth 2g, Betrachten wir also "^ 

»{mu+2a^2g+^ + \y 

Dies verschwindet in m^ Punkten; es giebt also n^ Kegelschnitte, welche durch 
6 — m gegebene Punkte gehen und in einem dadurch bestioimten Punkte 
m- punktig berühren. 

Im Folgenden nehmen wir immer fftr p den untersten Grenzwerth 

23* 
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Den Grund hierfür werden diese Entwicklungen selbst enthalten. Betrachten wir 

(4.) &(mu+^a-k)*), 
k die Summe der Integrale Ober die qn Schnittpunkte einer Curve 9**' Ordnung. 
Dies d^ verschwindet in pm^ Punkten, in denen 

(5.) mu+^la-^k = -2ß; 

die i»+j+p— 1 Punkte ti, a, ß sollen auf einer Curve 9**' Ordnung liegen 
und alle Schnittpunkte derselben sein, mithin muss 

w-f j+p~l = qn 
oder 

sein. Es giebt also p.n^ Curven q^^^ Ordnung, welche durch j Punkte a gehen 
und in einem dadurch bestimmten Punkteni-punktig berühren. Die Anzahl der 

durch diese Forderung gestellten Bedingungen ist in der That ^'^ ^ ^^ 
dass dieselben im Allgemeinen zur Bestimmung der Curve q^""^ Ordnung hin- 
reichen. Wäre p grösser als unser Werth 

so müsste m+j = ^ '^ 1 sein. Dann wäre die Anzahl der Bedin- 
gungen zu klein, jeder Punkt u würde die Gleichung (5.) befriedigen und die 
^-Function (4.) müsste identisch verschwinden. Ich werde hierauf noch- 
mals später zurückkommen. Ist z. B. 1» = 4, 9 = 1, so muss p = 2 sein. Die 
Curve vierter Ordnung hat dann einen Doppelpunkt. Jetzt ist 

w+j = 3, 

durch jeden gegebenen Punkt (j = l) gehen also 2.2^ = 8 Tangenten der 
Curve, und es giebt im Ganzen 2 . 3^ = 18 Wendetangenten {j = 0). 

Die hierdurch fär jedes p möglichen MuUiplicatoren m^ oder vielmehr 
die Zahlen m+j stehen zu p in einem interessanten Zusammenhange. 

Zwischen q^ p und n besteht die Gleidiung 

9^-9(2« -3) +2p = 0, 



*) Anstatt t^C©i,...©p) BoU, wenn keine Verwechslung möglich ist, ^(p) geschrieben 
werden. 
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mithin 



9 = 



2n-3+|/(2w _ 3)' - 8p 



Wenn (2«-3f-%>=l ist, giebt dies 
q — n—2^ n—i, 

"-i^, ?^, (in beiden Fällen itlftl) 



w = 



and in beiden Fällen 



n — l.fi--2 



also r = 0. 

Ist dagegen (2n— 3/— 8/;>> 1, so muss es eine ungerade Quadratzahl 
sein, die wir schreiben 

Dann ist für q nur einer der Werthe zulässig: 

q ^n—8^ 2p = («+« — 3)(i»—«). 

Es muss also 2p auf alle Arten in einen geraden und einen ungeraden Factor 
zerlegt werden. Die Differenz derFactoren ist 2«— 3; ist diese gleich 1, so 
kann sowohl der grössere, als auch der kleinere von beiden als q genommen 
werden. Beträgt die Differenz mehr, so muss «>>2, also » + « — 3>»i»— « 
sein; dann darf nur der kleinere von beiden Factoren als q genommen 
werden. 

Hat man so die Werthe von q fflr jedes p gefunden, so ergeben sich 
die Werthe von m+j vermöge 

Dies giebt folgende Zusammenstellung 

p = i 23 45 6 

m+j = 3,6 3 3,6,10 3 3,6 3,10,15 

p = 7 8 9 10 11 

m+j = 3,6 3 3,6,10 3,15,21 3,6. 

Hat man 2p^q.t gesetzt, so ist n — ^*" "^ . Nehmen wir]9=3, und setzen 
^ = 2, / = 3, f» = 4^ so können wir die Anzahl der Kegelschnitte bestimmen, 
welche durch 6— m gegebene Punkte gehen und in einem Punkte m- punktig 
berühren. Die Anzahl ist 3.m^, z. B. 27 fflr m=^Z. Steiner giebt in diesem 
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Falle (Bd. 49 dieses Journals) 30 Kegelschnitte an, wahrend in dem speciellen 
Satze 5 daselbst die richtige Zahl 27 steht. 

Da man immer 2p = i,2p setzen kann, so wird immer gf = l, m = 3 
möglich sein. Wir finden daher z. B. immer Ap von einem Curvenpunkte 
ausgehende Tangenten, 9p Wendetangenten; dies stimmt mit der sonst be- 
kannten Zahl. Denn da die Curve j*" Ordnung wegen p=zn—2 die Anzahl 
"~" '^"" Doppelpunkte haben muss, so ergiebt sich die Anzahl Wende- 



r = 2- 

tangenten gleich 

3n(i>~2)-6> ^~^g^^^ = 9(11-2) 

(s. Salmon^ higher plane curves p. 73). 

Die jetzt entwickelten Anzahlen für berührende Curven sind die An- 
zahl der Lösungen von (5.); hat eine und dieselbe Curve gr*" Ordnung die 
Eigenschaft, mehrere Punkte u zu bestimmen, also in mehreren Punkten m-punk- 
tig zu berühren, so muss dieselbe sovielmal gezählt werden. Dies tritt immer 
ein für m= 1. 

Nehmen wir z. B. ^( = 1, so lassen sich (m+f = 3) durch 2 Punkte 
nicht p, sondern nur eine Gerade ziehen; diese schneidet aber noch in n—2^p 
Punkten, daher giebt unsere Bestimmung die Anzahl p. 

Ferner giebt unsere Zahl an, wie oft 

Null erster Ordnung wird. 

Werde diese Function für ein Werlhsystem von ti| , . . . ti^ einmal Null 

j 
zweiter Ordnung, so heisst dies, es verschwindet auch noch d(mw + -2'a— Ar), 

wenn man den Punkt («, ä) oder u um dz vorwärts rückt; dies würde aus- 
sagen, dass die Curve q^^' Ordnung f?)+l punktig berührt. Dann muss einer 
der Punkte a einer der möglichen Berührungspunkte, sein und eine der mög- 
lichen Berührungen wäre m+lpunktig. 

Die hier möglichen Fälle und die damit verbundene Verminderung der 
oben gegebenen Zahl zu discutiren hat keine Schwierigkeit. Es ist schon 
früher bemerkt worden, dass bei gegebenem n die Annahme grösserer p als 
des bis jetzt betrachteten zu identisch verschwindenden t^'-Functionm führt. 

Ich will bei dieser Discussion nur den allen p gemeinschaftlichen Fall 
9=1 betrachten, Dies liefert: 

p = 11-2+1, m+j = 3^f. 
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Nehmen wir zunächst e=l, so ist möglich 

m = 2, i = 0, 
d. h. bei geeigneter Bestimmung der p Constanten k verschwindet 

identisch für jede Lage des Punktes u; dies gilt für alle p welche grösser 
als 2 sind. Um hier nämlich p = 2 zu erhalten, müssen wir von p = 1 aus- 
gehen; dazu gehört i» = 3, und für n = 3 kann nicht p==^2 werden. 

Ferner ist m= 1, J = l möglich, d. h. für jedes p, welches >2, ist 

&(u + a-k) 

bei beliebiger Lage von u und a Null. 

Nehmen wir ferner t = 2, so erhalten wir m = l,/=0, d. h. 

a{u-k) 
verschwindet identisch für jede Lage des Punktes u. 

Noch andere Sätze über das identische Verschwinden von ^-Functionen 
erhält man, wenn man die Curve q^""' Ordnung durch eine beliebige Anzahl 
/ der vorhandenen Doppelpunkte legt. Alsdann ist nämlich die Anzahl der 
Bedingungsgleichungen für die Lage der Curve q^^' Ordnung nicht wie vorher 
m+j\ sondern tn+j—ly es tritt also dann der Fall ein, dass auch der Punkt 
u zur Bestimmung der Lage der berührenden Curve hinzugenommen werden 
kann und die & verschwinden dann auch, bei geeigneter Wahl der k, wenn 
man die Combinationen von m+j und p benutzt, bei denen bisher die i^- 
Functionen nicht verschwanden. 

Wir haben bis jetzt immer q <in angenommen. Die Untersuchung 
von q^n führt noch zu ganz anderen Betrachtungen, weshalb ich dies einer 
anderen Mittheilung vorbehalte. 

Ich will jetzt zu einer etwas anderen Form der Argumente der d^- 
Function übergehen, die auch noch zu interessanten geometrischen Sätzen föhrt. 

Betrachten wir, unter a und ß gegebene Punkte verslanden: 



Dies verschwindet in /?.m^ Punkten, und dann muss allemal 
oder 

p—m p 

mu+2;a - ^ß 
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sein. Von den p Punkten ß ist der eine, fräher allein mit ß bezeichnete, 
willkürlich. Die m Punkte u und a müssen daher (s. Riemann §. 24) die 
Nullpunkte einer Function cp sein. Nun ist, als Function des einen Punktes 
ß betrachtet, 

»{ß-mu-'^^a) 

in u Null von i»**'' Ordnung, d. h. es hat dort die Form Const.(a— 6)**, wenn 
b der zu ß gehörige Werth von z; daher ist diese Function auch als Function 
von J5 betrachtet in ß Null m*^' Ordnung und wird noch in pm^—m Punkten Null 
erster Ordnung. Es giebt also pm^—m Functionen (p^ so dass die Curve 
^ = durch p—m gegebene Punkte (a) geht und in einem dadurch bestimmten 
Punkte m- punktig berührt. 

Ist speciell /? = i»— 1, 1» = 3, so giebt dies die Anzahl Wendetangenten 

einer Curve «**' Ordnung mit ~ * "" Doppelpunkten. Durch diese kann 

man nämlich eine Curve («—4)*" Ordnung f^O legen, welche noch in n— 4 
Punkten schneidet. Nimmt man diese zu Punkten a, und ist ^ = die Glei- 
chung einer Geraden, so sind alle durch die p— 3 = «— 4 Punkte gehenden 
Curven y = von der Form 

und es giebt gr(ii— 1) — 3 solcher Functionen, für welche f=0 dreipunktig 
berührt, also Wendetangente ist. Diese schneidet dann noch injei» — 3=p— 2 
Punkten ß^ so dass 

Su+^ß+2:a = 0. 

Für « = 4, p = 3 giebt dies die Zahl 24. 

Ist lg = 5, /? = 6, so ist (p = ein beliebiger Kegelschnitt; es giebt 
6m^— m Kegelschnitte, welche durch 6— m Punkte gehen und in einem da- 
durch bestimmten Punkte m- punktig berühren, also z. B. 51 osculirende 
Kegelschnitte, welche durch drei gegebene Punkte gehen. Steiner, dieses 
Journal, Bd. 49, giebt in diesem Falle wiederum drei zu viel an, nämlich 54. 

Halle a. S. im Febr. 1866. 
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Beziehungen zwischen Theta-Producten. 

(Von Herrn Gordan in Giessen.) 



§ 1- 
Jawhi and Hermite haben die synoktiscbe Fonction 

durch die Functional- Gleichungen: 

Ä(a, x) = tf (a, x+i) = «^»«•+»'>tf (», aj+a) 

bis auf einen von x nnabbdn^gen Factor bestimmt. Dieser Factor ISsst sich *) 
mittelst der partiellen Differentialgleichung: 

SP *"" da 

bis auf einen von x und o unabhAngigen Factor bestimmen. 

§. 2. 

Genügt umgekehrt die synektische Function /(x) für eine gegebene 
Zahl p den Relationen: 

fix) = fix+p) = «<'"P-+"Y(aJ+o), 

Ar da ' 

dann ist nach dem vorigen Satze: 

wobei c eine von a nnd or unabhängige Constante bedentet. (Vergleiche 
Zahlentheorie von L^eime Dhichlet pag. 317.) 

§ 3. 
Der in §. 1 gegebene Satz kann leicht auf Producte ausgedehnt werden. 
Das Product 

VC«») = «(a, i«i)«(a, «,) . . . ö(a, «.) = Jff»«(o, %) 

genügt fttr jede der Variabein «i, «2, ... u, den Relationen: 

VC«») = V(t»*+1) = c*"'^*"*+*V(«'*+«) 

*) Siehe Riemann, Äbehche Fonctioiien §. 25. 
Journal Ar IfAthemAtik Bd.LXVI. HeftS. 24 
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und der partiellen Differentialgleichang: 

wodurch es bis auf einen von den Argumenten u und dem Modulus a unab- 
hftngigen Factor bestimmt wird. 

§ 4. 

Genügt umgekehrt die synektische Function /"(«nffz^ib •••«.) 9 welche 

wir der Kürze wegen mit /(%) bezeichnen wollen, für gegebene Zahlen: 

/>,, />2, ... p, 
den Relationen: 

und der partiellen Differentialgleichung: 

dann ist nach §.3: 

^«, £^^ . . .-£«, A^^iH- "»o «»j+ah, . . . n^+m^) = £^J{u^+m;) = cil«(a, ti»), 
wobei c eine von den Grossen a^ Mi, 1129 ... «u unabhingige Gonstante ist 

$. 5. 

Wir wollen nun tu $ Producten übergehen, in denen die wuehien 
Factortm verschiedene Moduli haben, welche indess ganze Multipla von a 
sein mOgen. 

Das Product: 

genügt den Rotationen: 

Vv«0 - V^a>,+1> = e**^''**+*«)v(»*+ qua) 
und der partiellen Differentialgleichung 

wodurt^h es bis auf einen von den Grössen a^ cti|. qi,<^ ... 01» unabhftngigen 
Kaoltvr bestimmt wird. 

S- 6. 
Genügt die synekUscbe Function /">!, c»,, cu,, ...«>,) = ^(»4) für gege- 
bene Kahlen: 
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Pl, />2, ... Pn 

den Relationen: 

nnd der partiellen Differentialgleichung: 

dann ist nach §.5: 

wobei c eine von den Grössen a^ oi^, €U2, ... cu» unabhängige Constante ist. 

§• 7. 
"Wir führen nun n Variable: 

und II andere Variable: 

Oll, Ola, ... Ol. 

ein, welche von den ersteren durch n Gleichungen der Form: 

(I.) wx = auUi+anUi+'-'+axnUn 
abhängen mögen. 

Ausserdem möge noch die Identität: 

bestehen; es finden dann zwischen den Sobstitutionscoefficienten , welche wir 
ganszahlig annehmen wollen, ' ^~ Gleichungen der Form statt: 

[0 för At^X, 

%. 8. 

Durch Auflösong der Formeln (I.) erhält man n Gleichongen der Form : 

(IV.) Uy = -4i,<ö,+^j^a>j+^j,a>,-| l-4.,o».. 

Um die Coefficienten Af„ zu berechnen, bedienen wir uns folgendes Verfahrens. 
Wir setzen in Formel (I.): 

(V.) u, = o^„ 
es wird dann: 

24» 



(III.) ai,a^+ai,a^,+—+a,.o^, = I 
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[0 fDr ft^l. 



(VI.) «i = aua^i+oiia^-\-"+a2,a^ = ^ 

' ?/« - M = *> 

und wenn wir statt u, und coj diese Werthe in Formel (IV.) eintragoi: 



'ftv 



— -^jir^M» 



mithin 



(vn.) «, = o.,- 



§. 9. 



•+»«-• 



Die Function: 

/(•.) = tf(a,«.)«(a,«.)...Ä(o,«u) 

^nflgt nach $. 3 den Relationen: 



Ö7 , d'f 






du] "^ dul 

mithin, als Function der m angesehen, den Relationen: 

Acö,) = /(«»,+^,) = e*«(*"''+«''«VK+S'^a), (s. F. (I.) n. (DL)). 
Wir können darans nach §. 6 den Schlnss sieben, das9 



fi-i ft-i 



«•-* 



^ Vi Vi V» '^ ^ Vi ¥• '^ 

Die Grösse c bedeutet bier eine von den Grössen a^ ai|, co,, . . . co, anab- 
bflngige Constante, welcbe wir bestimmen, indem Mor a=^ioo setxen. 
In diesem Falle ist nflmlicb: 

mithin: 

qiq2...qn = c 



nnd: 



'il,flitf(a,i,«.,=i±^) = fl»y.»(j.a,«»0 
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oder, wenn man die Formel (Vn.) anwendet: 

(Vffl.) '£i^nte(a, ui+£.aa^) = n.q.Oiq.a, IiOaui). 

$. 10. 

Diese Formel kann leicht durch folgendes Verfahren eine allgemeinere 
Form annehmen. 

Man vermehre ui um (u^a, wo /ai irgend eine ganie Zahl bedentet, 
mid wende dann die Formel an: 

Wir erhalten dum die Formel 

= 9»«'*%»«,'fl««(««»+i«l«)), 



f..e * ^ •• Ä,<a,«,+i.f^) 



= « ' JBr»^»tf(jf,«,^,HH(«i+A»i«)). 



§. 11. 
Vertaiucheii wir in der Doppeisomme 



die SommatioBsbachstaben nnd setzen wir in der Samme: 
k statt l, dann gelangen wir zn der Formel: 

mid, wenn wir: 

2ffr 



e «* = €, 
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%■ 12- 
Diese FwiMi ist tmt RebüM iwisckcB » FodioBen, deren Argo- 
kr Ya 



•■• a^. 



Alf 4cr üikeB Sid» bikca siBHdkhe $ FuMtioiieii den Modal m, 
■f der rcchm Sia» Ce • fmtdSmem der Reihe nach die Moduli: 
ft«. fs«, ... f.« 



A«B«r dkaiHi &«■«« kaaan aocfc fie m ZaUen ^j and die n* 
laUoi ib T«r. Die «n«n«m aad vMlif wiDliriick, wihrend die letsteren 

te ■-*^* niriBTiiii m.^ f«^M ata«. 

S- 13. 
J* aack d«s faBaalfipM Wcrtkn, wdche nan den Grossen a« zu- 
<ttiw8t> ««^ «M dur IMbe aack ala aar df kfcaitin Benehongen zwischen 
fNitortiw «ciabHL IRFv ^yar« aa» Ar ■ahh«ichea Anwendongen unserer 
FtmN) mi VdULiMBhMn» Md luiMhffkMtaig«« Ar spitere üntersnchnngen 
mt «ad «v&« «K- bw aaf «tei|» ««aife Beispiele heschrinken, welche 
da«« dfcMM a4^:M^ A* FiaihliaiUi der Xrtkode danalhoL 

$. 14. 

tW^iawa ««r «it dm «i rf wii rt i a FaAa. 

1^ »i)f* aar «a* <Nias%« Y nri a M » « «xatirca; «s ist dann: 

aad daJkr 

*X.X*.a- "-"^ = •i,#,«5,a.a„«\ 
;i^f«a4a ^k«- ^t*»^ 

4mm >a«4 
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«11— iöii— 1 



Oll— lau— 1 . jL V 

^Ä*(^«,«+— ; = «ii^wia, »11«). 



§. 15. 
"Wir wenden uns nun zu dem Falle, wo zwei Variable vorhanden 
sind. Es ist dann: o)^ = anU. + Oi^u^, 

012 = OiiUi + Onth^ 

^1+022 = 5^2. 

Ohne der Allgemeinheit der Untersuchung grossen Eintrag zu thun, wollen 
wir die Annahme machen, dass sowohl die Zahlen au? ai2 als auch die Zahlen 
031, 022 relative Primzahlen sind. — Die Formel 

»ll»12 + Ö2l«» = 

zeigt, dass bei dieser Annahme: 

a2i = ai2, «22 = — »11 
sein muss, so dass die obigen Relationen in folgende übergeben: 

Oll = a„iii+ai2«2» 

0)2 = ai2i»i— auK29 

Tragen wir diese Werthe in Formel (VIII.) ein, dann erhalten wir die Gleichung : 

£l,S:.<.,.,+^-ia±a--^)<.,.,+ ''""'-°""- ) 

= q^0{qajanUi+anth)OiqajaaUi—auUi). 

§. 16. 
Auf der linken Seite dieser Formel befindet sich eine Summe von q^ 
Gliedern; wir wollen die Reihenfolge der Art verändern, dass sich je q 
Glieder in ein einziges zusammenziehen lassen, und wir daher nur q Glieder 
zu Summiren haben. Um diesen Zweck zu erreichen, bestimmen wir zwei 
Zahlen a^ und a^2 so, dass: 

_ »II »12 
«11 «12 

wird, und fähren 2 neue Summationsbuchstaben Hi und th mittelst der Formeln ein : 

«1 = »ii'»i+ai2m2, 
fh = «i,iiii+ai2f»2- 



= 1 



\ 
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Die Sommeii: 



und 



S..5^»(^*+iSi=.±4Ä),(.,^+4ia=4Ä) 
S:.£L»(-..H+t)»(-.-+-*'='^f*=^+*) 

enthaUeii dann dieseUmi Gliedw md haben daher giddie Werthe. Ißthin 
erhalten wir die Gleichung 

£\ <«, «.+-) «(«, ti,+» ^'^"+^'^'«) = jf»(9»,auih+aiA)«(9»,iirfi-^*). 

f. 17. 

Je nach den ganaiahligen Wwlhea, welche man den Elementen der 

Determinante: 

A = 1 

luerthMlt^ whilt man TransfoimationafOTmeln der ^ Qrdnong. 

Fttr 

|0 11 

ist 

9 = 3, 

Für 

A = 



2 1 
1 1 



9 = 5, 

^= l| 
9 = 5, 

tilMiM, don 80. M«n 1865. 
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Ueber singulftre Auflösungen partieller Differential- 
gleiehungen erster Ordnung» 

(Von Herrn B. Weber zu Heidelberg.) 



Wf ährend seiner Vorlesungen über Variationsrechnung im Winter- 
semester 1864/1865 hat mein hochyerehrter Lehrer^ Herr Prof. Richeht in 
Königsberg, mich auf eine gewisse Art von Problemen aufmerksam gemacht, 
und mir dieselben zu einer weiteren Verfolgung empfohlidn, von welchen 
Lagrange in der ^Theorie des fonctions anal^iiques^ handelt, welche der 
Theorie der Maxima und Minima angehören, deren Lösung aber auf die Be- 
stimmung der singulären Lösung einer Differentialgleichung hinauslftuft. 

Das Problem, welches von Lagrange a. a. 0. behandelt ist, Ifisst sich 
geometrisch so ausdrücken: Es soll eine Curve bestimmt werden, welche die 
Eigenschaft hat, dass eine gegebene Function der Abscisse, der Ordinate und 
deren Differentialqnotienten an jedem Punkt der Curve ein Maximum oder 
Minimum wird. In dieser allgemeinen Fassung ist, wie man sofort erkennt, 
das Problem flberbestimmt. Daher dürfen die Variationen der Ordinate und der 
Differentialquotienten nicht von einander unabhängig sein^ und zwar behandelt 
Lagrange die Aufgabe so^ dass er den höchsten der in der gegebenen Function 
enthaltenen Differentialquotienteu allein variirt. Ein besonderer Fall dieser 
Probleme ist namentlich Ton Interesse, nämlich der, wo der gesuchte grösste 
oder kleinste Werth der gegebenen Function eine Constante wird, weil sich 
alsdann die Ordnung der aufzulösenden Differentialgleichung um eine Einheit 
wniedrigt. Es ist dies der Fall, welcher anf die singulare Lösung einer 
Differentialgleichung führt, nämlich derjenigen Differentialgleichung, welche 
man erhält, wenn man die gegebene Function gleich einer Constanten setzt. 

Ich überzeugte mich bald^ dass die ganze Theorie der singulären 
Lösungen auf diese Betrachtungsweise gegründet werden könne; denn die 
singulären Lösungen werden immer dadurch erhalten, dass man gewisse par- 
tielle Differentialquotientm Null setzt, was also, auch als Bestimmung eines 
Maximums oder Minimums gedeutet werden kann. 

Ins Besondere lässt sich die Anfgabe der Bestimmung der singulären 
Lösung immer so fassen, dass unter allen Werthen, welche die abbSngige 
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Variable für ein constantes Werthsystem der unabhängigen Variablen der ge- 
gebene;! DiffecenUalgleichmig gemäss annehmen kan^? der grösste oder kleinste 
gesucht werden soll. 

Dies geschieht dadurch, dass man entweder die Werthe der willkür- 
lichen Constanten in der vollstflndigen Lösung, oder die Werthe der Diffe- 
rentialquotienten in der gegebenen Differentialgleichung yariirt. In dem Fall einer 
Gleichung mit drei Variablen führt diese Betrachtungsweise, geometrisch ge- 
deutet, wenn ein wirk}iche8 Maximum oder Minimum stattfindet, zu der En- 
veloppe einer Schaar von Oberflächen, d. h. su einer Oberfläche, über welche 
keine der durch die Differentialgleichung dargestellten Oberflächen hinausreicht. 
Wenn kein wirkliches Maximum oder Minimum stattfindet, so wird die Enve- 
ioppe von den Oberflächen, welche sie einhüllt, gleichzeitig beröbrt und ge- 
schnitten, so dass sich zu beiden Seiten der Enveloppe Individuen der Ober- 
flächensehaar vorfinden. 

Eine Untersuchung, welche Aehnlichkeit hat mit den Untersuchungen 
der zweiten Variation, führt zu dem Beweis, dass in gewissen Füllen die aus 
der Differentialgleichung erhaltene Lösung immer eine singulare ist, und femer 
zu einer Eintheilung der verschieden«! Lösungen einer partiellen Differential- 
gleichung, die gewissen Bedingungen unterworfen ist, wie ich dies in den 
§§. 9 ff. gezeigt habe. 

Ich glaubte diese wenigen Bemerkungen über die singulären Lösungen 
als Maxima oder Minima vorausschicken zu müssen, da diese Betrachtungs^ 
weise anfänglich den Ausgangspunkt meiner Untersuchungen bildete, den ich 
aber später verlassen habe, weil mir derselbe keine wesentlichen Vortheile 
zu bieten schien. Der Weg, den ich in der vorliegenden Abhandlung be- 
folgt habe, ist übrigens weder in den Resultaten noch in den Methoden wesent- 
lich verschieden von dem, der auf die Theorie des Maximums oder Minimums 
zu gründen wäre. 

Der Gang meiner Untersuchungen ist folgender: 

Im ersten Theil wird über die Fonn der Differentialgleichung nichts 
vorausgesetzt, als dass sie eiAen wiUkflrlichen Parameter abgesondert enthält; 
für diese Gleichungen wird dann aus den bekannten Principien über die Lö- 
sungen der Differentialgleichungen Begriff und Beatimmungsweise der siOf* 
gulären Lösung abgeleitet. In zweiten Theil nehme ich an, dass ^ die Dif- 
ferentialgleichung m Besuf auf die abhängige Variable aufgelöst sei^ wodurch 
die Resultate etwas an Attgemeinhdt gewinnen. Auf Grund dieser Fem 
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wird dann die Natur der durch Differentiatioa erhaltenen Lösung mit Hülfe 
der der Differentialgleichung genägenden Werthe der zweiten Dtfferentialquo- 
tienten einer eingehenden Untersuchung unterworfen, wodurch man zugleich 
einige, wie es mir sdbeint, nicht uninteressante Einblicke in den Charakter 
der verschiedenen Arten von Lösungen Oberhaupt gewinnt. Endlich bin ich 
noch eingegangen auf die singulfiren Lösungen der linearen Differentialglei-* 
chungen, welche in den vorangegangenen Untersuchungen nicht einbe- 
griffen waren. 



§. 1. 
Es liege eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
«+1 Variablen vor: 

worin « die abhängige, Xi . . . x^ die unabhängigm Variid^len bedeuten, und 
Pi . . . pn wie gewöhnlich die Bedeutung haben : 

Au ist ein Parameter, welcher in der Function /<, nicht vorkonniM soll, und 
von welchem ich ausdrücklich hervorhebe, dass ich ihn als wesentlich will- 
kftrlich betrachte; die zunächst zu entwickelnden Sätze gelten nur fBr wül** 
kflrliche constante Werthe von Ao und können fiBr specieUe Werthe dieser 
Grösse Ausnahmen erleiden. 

Auf die Form der hier betrachteten Gleichungen können alle Differen- 
tialgleichungen gebracht werden, die eine unbestimmte Constante enthalten, 
durch Auflösung nach dieser Constanten. Gleichungen ohne willkürlichen Para- 
meter behalte ich einer späteren Untersuchung vor. 

Ich bemerk^ endlich noch, dass ich, aus später anzugebenden Granden, 
solche Differentialgleichungen ganz von meinen Betrachtungen ausschliesse, in 
welchen die abhängige Variable « selbst nicht vorkommt. 

Unter einer vollständigen Lösung der Gleichung (1.) versteht man be- 
kanntlich einen Ausdruck fflr ss in den unabhängigen Variablen Xi. . . x^ 
und n willkürlichen Constanten A| . . . A«^ welcher die ifeigenschaft hat, dass 
wenn man ihn und seine partiellen Differentialquotienten für z und pi . . . /?« 
in die gegebene Differentialgleichung (1.) substituirt, dieselbe identisch be- 
friedigt wird, jedoch so, dass zwischen dem Ausdruck fk und seinen Differen- 

25» 
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tijBlquotienten keine andere^ von den wUlkOrlichen Constanten befreite identische 
Gleichung besteht. 

Aus dieser Definition ergiebt sich unmittelbar Folgendes: 
Zunächst dass eine vollstftndige Lösung den willkärlichen Parameter A,, 
enthalten muss; ferner dass die Gleichungen, wodurch &y pi^ p2-'Pn als 
Functionen von Xi^ o^ . . . x,^ Au^ A| . . . K dargestellt sind, in Bezug auf die 
Grössen A», Ai . . . A. auflösbar sem mässen, und der dadurch gewonnene Aus- 
druck für Au gerade die gegebene Function ^ sein muss. Es ergeben sich 
demnach durch dieses Verfahren Gleichungen von folgender Form: 

ik) = fo{^9^l'>^»'*^n9Pi^P2'Pn)'> 
(2) )** ~ /i(«>^n^---^n^Pl9jP2--fi,X 

VA^ = fn{^9^i^^'"^n3Pl^P2''Pn)'i 

WO umgekehrt diese Gleichungen wieder nach i, pi . . ./?« auflösbar sein mfissen, 
so dass man aus ihnen die vollständige Lösung auf algebraischem Wege 
wiederherstellen kann. Die Aufgabe, die vollständige Lösung der partiellen 
Differentialgleichung zu finden, ist daher vollständig aequivalent mit der Auf- 
gabe der Bestimmung der Functionen /19 /s-.*/». 

Dies ist die Art, wie Jacobi die Aufgabe iler Integration der partiellen 
Differentialgleichungen angreift*), und es sei mir erlaubt, soviel fEbr die fol*- 
genden Untersuchungen notwendig erscheint, aus den JocoMscben Betrach- 
tungen in etwas veränderter Form wiederzugeben. 



§.2. 

Damit in den Gleichungen (2.) des vorigen Paragraphen die voll- 
ständige Lösung der vorgelegten Differentialgleichung enthalten sei, ist er- 
forderlich, dass die Functionen /i.../« gewisse Bedingungen erfüllen. 

Zunächst müssen die Grössen ä, /?i . . ./?„ vermöge der Functionen /b? A . . . A 
durch diese Functionen selbst und durch die unabhängigen Variablen ans- 
drQckbar sein, und umgekehrt müssen aus diesen Ausdrücken die Functionen 
A? /i-A wieder hergestellt werden können, mit andern Worten, es darf keincf 



*) Vgl. dieses Journal fid. 17 und Bd. 60. 
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der lieiden Determinanten: 



dz ' 


dfo 


dpn 




dz 


dz 


dz 


dz' 


dpr 


dp. 


» 




t- 


dp. 


dz' 


df. 




dpn 

Bf.' 


dpn 


dpn 



(3.) 



identisch verschwinden. 

Die andern Bedingungen, denen die Functionen /i.../"» zu genägen 
haben, ergeben sich daraus ^ dass die aus den Gleichungen (2.) des vorigen 
Paragraphen bestimmten Werthe von pi...p^ die partiellen Differentialquotienten 
des aus denselben Gleichungen bestimmten Werthes von i6 nadi ien Variablen 
Xi...x^ sein müssen, wenn A», hi...h^ als constant angesehen werden. Sind 
diese Bedingungen erfüllt, so ist in den Gleichungen (2.) jedenfalls eine 
vollständige Lösung der gegebenen Differentialgleichung enthalten. 

Diese Bedingungen für »^ pi...p» lassen sich voUstfindig ersetzen durch 
ein System von partiellen Differentialgleichungen, denen die Functionen /i.../» 
genügen müssen. Diese Gleichungen bilden das Fundament möiner folgenden 
Betrachtungen, weshalb ich dieselben hier auf einem möglichst kurzen Wege 
entwickeln werde, wiewohl dieselben in der posthumen Abhandlung von 
Jacobi^ Band 60 dieses Journals, für den Fall, wo z in der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung fehlt, vollständig abgeleitet sind. 

Um die Formeln in übersichtlicherer und kürzerer Form schreiben zu 
können will ich die Ausdrücke &, pi...p^,yfie sie sich aus den Gleichungen (2.) 
des vorigen Paragraphen ergeben, durch p^^J^ p^ . . .p^ bezeichnen, ferner die 



partiellen DifferentialquotieRten -^g^» "^""^ durch /i«, Pn*, .p^- 

Die Bedlngungsgleiöhungea, um welche es sich haaidelt, und welche 
nmzuformen sind, werden alsdann: 

(4.) Pul ^ Piu> 

wo für X und l alle möglichen Combinationen der Zahlen 0, 1, 2...» zu 
setzen sind. 

Die Gleichungen (2.) werden durch Substitution der Ausdrücke /?(ju, 
Pio- • -pirfj ^f ^9 Pi' ' 'Pn identisch, und durch Differentiation derselben nach 
Xf^ erhalt man die gleichfalls identischen Gleichungen: 



t» r#**r. 
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(5.) 



Q = 0,i,2...n, 
h= 1,2... n. 

XaltipUdrt man diese Gleichongen mit f„{ph) und nimmt die Samme in Be- 
ia|r auf «Ho Indices h, so ergiebt sich: 

^^apm)r,{^) = -^4''föiPM;)f,{p*>)p.H. 

Wenn man zu beiden Seiten dieser Gleichung das Glied: 

-£if'«iPa,)f't(.P-)P0 
hinsufBgt, so kann man dieselbe auch so schreiben: 



(6-) 



-f A{/i(P*o)/J(aPA)-/i(Poü)/';(P*o)j»*o} =^ -JE,£Hfc{Pko)ftMpil.» 

^ = 0,1,2...«, 
<rs0,l,2...». 

Eine entsprechende Gleichung erbilt man, wenn man hierin (> und o mit ein- 
ander vertauscht, und durch Absiehen der so gebildeten Gleichung von (6.) 



(7.) 



-?A{/«(f'Aa)(re(*A)+l'*«/e(f'«u))-/e(P*«)(/i(**)+f'*«AW)} 

Daraus folgt nan zunAchst, dass wenn die Bedingungen (4.) erfflUt 
sind, die linken Seiten der Gleichungen (7.) verschwinden müssen. Umge- 
kehrt folgt aber auch, 'dass wenn die linken Seiten von (7.) verschwinden 
die Bedingungen (4.) erfallt sind, was sich unmittelbar aus der Voraussetzung 
ergiebt, dass die erste Determinante (3.) des vorigen Paragraphen nicht iden- 
tisch verschwinden soll; denn diese Determinante kann dann auch nicht durch 
Substitution der Wertfae von «^ pi . . . /i« aus den deichimgett (2.) verschwin- 
den^ weil durch diese Substitution ebensoviel neue wUlkariiehe Constanten 
eingeführt werden, von denen z, pi . . . p^ unabhängige Functionen sind. Mit 
anderen Worten es kann die Determinante 

/JCpöü) /ü(piü) ^ • . fo(Pm) 
A(pt«) fUPio) . . . fUp^d 



nicht veriohwinden. 



Aw rUPio) 



A(p-ü) 
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Es können demnaeh die Bedingungen (4.) volIstAndig iersetat werden 
durch folgende: 

Es müssen die Gleiciiangen: 

(8.) ia/;(po(/;(a'0+/'*/:(a))-/";(/'0(/;(a^.)+f/;w)i = o 

durch Substitution der Werthe von z, Pi- - -Pn t^us den Gleichungen (2.) des 
vorigen Paragraphen identisch werden. 

Da aber wiederum durch diese Substitution n+t neue willkürliche 
Constanten in die Gleichungen (8.) eingeföhrt werden, von welchen die Grössen 
^9 Pi' ' Pm unabhfiügige Functionen sind, so folgt, dass die Gleichungen (8.) 
auch schon vor dieser Substitution identiach sein mflssw^ dass sie also als 
partielle Differentialgleichungen angesehen werden können, aus welchen die 
Grössen A? ^.../L als Functionen von i^Xi...x^^pi...pn zu beslimmen sind. 

Aus diesen Betrachtungen nun ergeben sich einige wichtige Folgerungen: 

Angenommen, es seien die Functionen /i, /s . . . /« den Bedingungen (8.) 
gemäss bestimmt, und zwar, was ebenfalls erforderlich ist, von einander und 
von /o unabhängig in Bezug auf !s, pi. . ./?»^ so können auch umgekehrt die 
Grössen z^ Pi^pi^-Pn ausgedrückt werden durch die Functionen /"o? A.-A^ ^^ 
welchen Ausdrücken ausserdem noch die unabhängigen Variablen a?i, o^ . . . o?» 
vorkommen werden. 

Wenn wir in den so gebildeten Ausdrücken für «^ Pf -Pm f^^ ^^ 
Functionszeichen /"u, A- • •/« ihre Ausdrücke durch j5^ Xi^ X2...x^^ p^^ Pi-^'Pm 
zurücksubstituiren, so müssen wir identische Gleichungen erhalten, nämlich: 
Ä =rÄ^ p^=:p^^ . . . ^•=JB». Durch Differentiatiot^ der ersten dieser Gleichun- 
gen nach allen darin vorkommenden Grössen ergiebt sich das System iden- 
tischer Gleichungen: 

^ — j folgende Bedeutung: es ist der Differentialquotient nach x^ 

des Ausdrucks für j5 durch die Functionen /»^ tf-fny sowie x^ in diesem Aus-i 
druck explicite vorkommt. 

Nach den Bedingungen aber, welchen die Ftnrctioneii tnf2*»t» unter- 
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wopfen sind, muas der Aosdrack (:^) identisch sein mit dem Ausdruck für 
p^, und demnach nimmt das System (9.) die Gestalt an: 

Wenn wir dieses System der Reihe nach mit d^, dp^, dx^ multipliciren 
und alles addiren, so ergiebt sich die identische Gleichung : 

(11.) rfÄ--M^i-----M4?« - -^rf/i+^^ 

Diese Gleichung wird identisch, mag man nun auf der linken Seite für 
i,Pi...pn ihre Ausdrflcke durch f^^ A ••• A setzen, oder auf der rechten Seite 
für /o, A . . . A ihre Ausdrücke durch a, /?i . . . f „. 

Der Gleichung (11.) muss jede vollständige Lösung der vorgelegten 
DifFerentialgleichung genügen. Es lässf sich aber auch leicht umgekehrt nach- 
weisen, dass, wenn man n von einander und von /i unabhAngige Functionen 
(fi^ (JP2' ' Vn bat, welche die Gleichung: 

(12.) di'-pidx^-*"--pndx^ = *orfA+*irfyi+ •••+*• rfy. 
zu einer identischen machen, die Functionen 9)1, 9)2* • • (Pn> willkflrlichen Con- 
stanten gleichgesetzt, eine vollständige Lösung geben. 

Die Gleichung (12.) ist nämlich äquivalent mit folgendem System 

== -i+i,*iy;(Ä) +*^/o(a), 

= i*.y:(p,)+*oro(p,), 

0= p,+i,*,y:(a?^) + *„/r,(a:,), p = l,2...ii. 

Andererseits aber ergiebt sich, wenn man sich wieder wie oben die Grössen 
^»Pi'Pn durch /y, 9)1, (p2..:q>n ausgedrückt denkt, und dann differentiirt, das 
System identischer Gleichungen: 
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die Vergleichung dieses Systems mit dem System (13.) ergebt: 

die Gleichung (14.) ist aber, wie wir oben gesehen haben, die noth wendige 
and hinreichende Bedingung dafür, dass die Functionen f'i, 9>2...9>,^ Constanten 
gleich gesetzt, eine Vollständige L&sung der Gleichung ^ = 6» werden. 

§. 3. 

Ich werde nun zur Untersuchung des Zusammenhanges übergehen, der 
zwischen zwei verschiedenen vollständigen Lösungen der Gleichung fii = k) 
besteht. Ich will annehmen, es würden zwei solche Lösungen erhalten, wenn 
man respective die Functionen /i, /i- -A ^^^ V>i^ V^-Vn willkürlichen Con- 
stanten gleichsetzt. 

Es sollen dann wie oben die Grössen «^ Pi-^p» ausgedrückt werden: 
einmal durch: 

dann durch: 

und ich will zur Unterscheidung die beiden so erhaltenen Ausdrücke für ss 
durch z' und ss" bezeichnen. 

Wir haben dann nach den Auseinandersetzungen des vorigen Paragraphen 

rfa —pidxi —p2dx2 — "*—Pndx^ 



(15.) \- -ö^»/» ^ -ö^«/' -^--^"äÄ 

Denkt man sich nun in fi^f^'^-fn an die Stelle von iypi...pn ihre Ausdrücke 
durch Xi^X2.>.x^^fi,^(pi...(p^ substituirt, und bezeichnet man den Differential- 
quotienten von f^ nach Xi, so genommen, wie Xi nach dieser Substitution 
noch explicite in f^ vorkommt, durch [/^(a?J] und gebraucht in analogem Sinne 
die Zeichen: [/^(A)], [feiVi)] .• IteiV^)], so erhält man: 

df, = ^i[n{Xi)]dxMM)]dfo+^Mv^^^^ 

Q =^ i, 2, . . . n. 

Dieser Ausdruck, in die Gleichung (15.) eingesetzt, muss dieselbe identisch 
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machen. Man erbfllt also durch Vergleichung der Coefficienten von d/,,, d^i, dx. 



= 






«■gT" [/?(*•)]• 



Die beiden ersten dieser Gleichungen sind von selbst erfüllt, weil durch die 
hier vorausgesetzte Substitution s' und i" mit einander identisch werden. 

Die letzte Gleichung aber ergiebt den gesuchten Zusammenhang zwischen 
den beiden vorliegenden Lösungen. 

Da nämlich die Grössen 37- nicht identisch verschwinden können, so 
folgt die identische Gleichung 

[A(a^i)][A(^)]-[^(^.)] 



(17.) 



[/2(ar.)][/5(ab)]...[^(x.)] 



= 0, 



diese Gleichung sagt aus, dass zwischen den Functionen /i, /2-A^ nachdem 
in denselben &,pi...pn durch /ü, 9^1, SP2-*9>» ausgedrückt worden sind, eine 
identische Gleichung bestehen muss, welche von den Xi.,.x^ frei ist, also 
eine Gleichung von der Form: 

(18.) = ^(/o,A...A,(pi...yJ 
oder auch eine Anzahl m solcher Gleichungen: 

= 77|(/ö,/;.../;,y,...yJ, 



(19.) 



= /7«C/ü,A.Yo<Pi-.y«), 
worin m<^n sein mnss. Zunächst ergab sich allerdings nur, dass diese 
Gleichungen identisch sein müssen, wenn in /i, ^ . . ./. ^^/^i . . .p2 durch ^ , ^i . . . 9?. 
ausgedrückt wurden; da aber der Voraussetzung gemäss ^,9>i. . . q)n von einander 
unabhängige Functionen von s,pi...p^ sind^ so folgt, dass die Gleichungen (18.) 
oder (19.) auch dann noch identisch sein müssen, wenn man für /;„ /i ...^^ (pi ... 9). 
ihre Ausdrücke durch a?!, a?2-..a?», a, pi^p» einsetzt. 

Aus diesen BetrachtungeB ergi^ sich nun unmittelbar das bekannte 
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Verfahren zur Bestimmung einer beliebigen vollständigen Lösung tpi^ (f^'-Vn 
aus einer gegebenen /i.../!,. 

Es folgt nämlich aus der letzten Gleichung (16.) mittelst der Glei- 
chungen (19.): 

1^ = Ai/7i(A)+^/72(A)+-+A«^.(A), 

(20.) l^ ^ ^i^urd+^.m{f2)+-'+Knuf2), 



^- = A./7;(/;)+A,i7,(/;)+...+Ä.7i«(/:.), 



welche Gleichungen zusammen mit den Gleichungen (19.) genfigen, um die 
unbekannten Grössen (p^^ ^2*-9>»> ^n ^•••^m zu bestimmen. 

Hat man auf diese Weise die Functionen f^^ f2'"fn ausgedrfickt durch 
Xi , iTa . . • ^«^ ^n 9^2 . . . 9>n/so werden durch Substitution dieser AüsdrOcke die Glei- 
chungen (19.) identisch. Die Differentiation dieser Gleichungen ergiebt daher: 

= ^i (A)[A.'(M+^i(A)[A'(9'.)]+-+/7. CA)[AM+/7; (9,), 

Wenn man also demnach die Gleichungen (20.) der Reihe nach mit [/i'(v)^)], 
[A(ye)]--[/«(9'?)] multipKcirl und addirt, so erhält man mittelst der zweiten 
Gleichung (16.) 

Diese Gleichungen haben dieselbe Form wie die Gleichungen (20.) und be- 
stehen gleichzeitig mit denselben. 

Daraus ergiebt sich der Satz: Wenn man zwischen den willkärlichen 
Constanten /;, A* -A der vollständigen Lösung s' die Relationen (19.) festsetzt, 
und man dadurch zu der Tollständigen Lösung s" gelangt, so erhält man 
umgekehrt aus der vollständigen Lösong &" die vollständige Lösung s'^ wenn 
man zwischen d^i Gonstanten der beiden vollständigen Lösungen dieselben 
Relationen (19.) obwalten lässt. 

Zu bemerken ist aber noch, dass diese Reciprocität nicht nothwendig 
eine eindeutige ist. Man kann auf dem angegebenen Wege aus der voll- 
ständigen Lösung &" unter Umständen neben der vollständigen Lösung «' noch 
andere erhalten. 

26» 
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^Mfl<a wir wm m. es sei irfcod eine Lösong der Differentialglei- 
räou ' = k: fefsBitfs. f« smi iatk diese », pi, /I2.../1. als Functionen von 
Ti - X: r. ^«Bannt. C* ätse FMcÜMeB willkfiiiiche Conslanten enthalten 
i^ifT xbÖL. .örmf Lmac «? ^mtimie ucht an. Unter allen Umständen mfissen 
GK^se Fübrufiinn SiürmÄe Dj^cBfckafkca haboi: sie mnssen die Gleichung 
- = ä- xistt mA ^'=0 liacisck Badkefl. Femer muss, da pi..,pn die 
jarbsäbm RferrwäninaiiMaaM t#« s smd: 

lÜflQZsCiL "'II H 1 W 111111 ■ 

^vtr JUS» MAer /;. /•-••/• die oben definirten Functionen, 

Losuig in Functionen der Xi, 
£, aliBB. iMcxütK« Sit »irgfff, diese F^ictionen vermöge der iden- 



"•^r. 




der x,...x. alleüi anzusehen. 
genommenen Differential- 



^. M tost ach die Gleichung (21.) in 






iHRW^ ^:$w« |!if«:Bin «f Wftil ■■ «K eiMT voUsUndigen Lösung 

«r »Tn^w» V - V ii» «w«« Um^P« «■ iirf«- Vermöge der voli- 

,a*MMc*. ;**«« ^ **»*••* <«* Pi««*»« A< A- -A «lirch X., X,. X. 

J4JL|(||J» A«: <<*(* $yi>wi ^tt." dker ergeben sich dieselben 

JiJUli» ^U***A« ^** *^ *^ *^' *"*^ •**** ■"" Gleichungen, 

j^ ^jiitiTiMa «, a^. .jR, ds Fuctioaen von x,...t. 
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Wenn wir die Functionen A,/2.../» den Gleichungen (22.) gemäss be- 
stimmt haben, so erhalten wir daraus unter allen Umständen eine Lösung. 
Diese Bestimmung kann aber auf verschiedene Arten geschehen. Nehmen wir 
zunächst an, dass die Ausdrficke 3^, -^^ 



schwinden, so folgt aus dem System (22.) die Gleichung: 

df^ df^ dfn_ 

Ar, ' Ar, ' ' ' 



f9« 
-Qf nicht alle zugleich ver- 



(23.) 









dx^ 
dU 



= 0. 



cte» ' Ap, ' dXn 

Diese Gleichung sagt aus, dass zwischen den ^.../»^ wenn dieselben als 
Functionen der o^i , X2...x^ allein dargestellt sind, eine oder mehrere identische 
Gleichungen bestehen müssen. 

Diese Gleichungen, welche beliebig angenommen werden können, und 
deren Anzahl m^fi sein muss, seien: 

^i(A,A...A) = 0, 
^2(A,A...A) = 0, 



(24.) 



^nM.r^-h) = 0. 

Ist m = ny so erhalten 'in Folge der Gleichungen (24.) die A. . -A constante 
Werthe, und zwar, da die Functionen IT^...IT^ beliebig sind, willkürliche 
constante Werthe. Diese Annahme fahrt also zurück zu derselben vollstän- 
digen Lösung, von welcher wir ausgingen. 

Ist aber m<^n, so werden die /i . . . A als Functionen von x bestimmt, 
nachdem man über die Functionen n^.,. IT^ irgend eine willkürliche Annahme 
gemacht hat, mittelst der folgenden Gleichungen, die sich unmittelbar aus dem 
System (22.) ergeben: 



(25.) 






dz 

dfn 



^i^;(A)+A2i7;(A)+-+A«fl:(A), 



206 Weber, über singulare Auflösungen partieller DifftrentialgL erster OrdH. 

welche Gleichungen zusammen mit den Gleichungen (24.) ausreichen, um die 
Grössen fi.^.fn, h^ h^^-K als Functionen von x^^ x^...x^ zu bestimmen. 

Man kann die Bestimmung der Functionen f noch auf einem etwas 
anderen Wege ausführen, welcher in vielen Fällen vor diesem den Vorzug 
verdient. Man fQgt zu den Gleichungen (24.) noch die folgraden hinzu: 

i-'7|n+l(/i^/2---A) = ^«+19 

i7.(A,/i...A) = I«, 

wo die /7„+i . . . /7« gleichfalls willkürliche Functionen, die |^^.i . . . |, neue 
Variable bedeuten. 

Denkt man sich nun die Gleichungen (24.), (26.) in Bezug auf die 
fi, . , fn aufgelöst, so erhält man ein System Gleichungen von folgender Form : 



(27.) 



fn = n(^M^»H-2...|.). 

Da die IT willkürliche Functionen waren, so werden es auch die tp 
sein, und man kann sich daher auch die Aufgabe so stellen: die Grössen 
^m+i • • ^1. ^'^ Functionen der Xi... x^ so zu bestimmen , dass man aus den 
Gleichungen (27.) eine Lösung der gegebenen Differentialgleichung erhält, 
d. h. so, dass die Functionen /!.../» den Gleichungen (22.) genfigen. Zu 
dieser Bestimmung erhält man sofort die nöthige Anzahl von Gleichungen, 
nachdem man über die Functionen yji,..% sowie üher die Zahl m in irgend 
einer Weise verfügt hat, wenn man die Ausdrücke (27.) in die Gleichungen 
(22.) substituirt. 

Es ergiebt sich daraus folgendes System von n—m Gleichungen: 

= -^:v;;(|.+.)+-^v;(^.+i)+-+-^V:(^.+.), 
(28.) (^ ^ ■5^Vi(l.+0 + -g^V»(^«+0+-+-ä^Vi(^«+0, 



aus diesen Gleichungen sind die | als Functionen der Xi...x^ zu bestimmen. 
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§. 5. 
Es bleibt noch eine Möglichkeit fibrig, den Gleichungen (22.) des 
vorigen Paragraphen zu genfigen, ohne dass d!e Gleichung (23.) erfüllt zu 
sein braucht; es ist nämlich die, wenn die Functionen fi,..fn so bestimmt werden 
können, dass die Gleichungen: 

(»»•' t=«' ^=«' ■ • ■ t=« 

erfüllt werden. 

Die daraus entspringende Lösung ist ganz bestimmt und enthält keine 
willkürlichen Functionen oder Constanten. Im Allgemeinen ist es die sin- 
gulare Lösung ; es ist jedoch nicht nothwendig, dass, wenn in den Gleichungen 
(29.) eine Lösung enthalten ist, diese immer singulär sein muss. 

Ich verstehe nämlich unter einer singulären Lösung eine Lösung von 
folgender Beschaffenheit: 

Es sei: 

(30.) Ä = V^(a?i,a?2...ic»,A,A..A) 
ein Ausdruck,' welcher dadurch, dass man für fi^fi-fn willkürliche Constanten 
setzt, in eine vollständige Lösung übergeht. Man erhält daraus alle übrigen 
Lösungen, wenn man für die f gewisse Functioneq der x einsetzt. Ist es 
nun möglich, ohne dass (30.) aufhört eine Lösung zu sein, für die / solche 
Functionen von Xi.-.x^ zu setzen, dass die Functionaldeterminante der /"nach 
den X nicht verschwindet, so ist dies die singulare Lösung. 

Damit eine singulare Lösung existirt, ist es nur erforderlich, dass diese 
Eigenschaft stattfinde für irgend ein System der Functionen f. Wie sich die 
Sache verhält, wenn man von verschiedenen vollständigen Lösungen ausgeht, 
darauf komme ich weiter unten zurück. 

Aus dieser Definition folgt, dass die singulare Lösung nie von einer 
willkürlichen Constante, also noch weniger von einer willkürlichen Function 
abhängen kann. Denn aus den Gleichungen (22.) ergiebt sich , dass für die 
singulare Lösung jederzeit die Gleichungen (29.) erfüllt sein müssen. Wenn 
nun auch diese Gleichungen zu solchen Werthen von /i.../i. führen können, 
die eine willkürliche Constante c enthalten, was etwa dadurch geschehen 
könnte, dass die Gleichungen (29.) gemeinschaftliche Factoren haben, so muss 
sich diese Constante aus der Verbindung, in welcher die /" in s enthalten sind, 
herausheben, denn durch Differentiation nach dieser willkürlichen Constanten 
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•vvit mm. 

bt ~ rf.^ et ' cf, de '^""^ df, Öc ""• 



eine Differentialgleichung, in welcher 
üe wiiäBiEäp» Tirid h lf sdkat nicht vorkommt, keine singni&re Lösung haben 
umi. leaii. bk j*^^ hcficbigen Lösung einer solchen Gleichung kann immer 
■Hne BÜnirv« CoKtHfee hiungefilgt werden, ohne dass sie aufhört eine Lösung 
sa «ein : JiWHJin» xUiesse ick solche Gleickungen ganz von der Betrachtung aus. 

$. 6. 

Die äiagilire Aalösag einer partiellen Differentialgleichung, die ich 
im vuffis«B Panfrapken deiniri habe, hat die bemerkenswerthe Eigenschaft, 
ites jitf JMTr aiB der fegehen o n Differentialgleichung selbst, ohne Kenntniss 
ier ToUstitadifem L&sanr dnrch Differentiation gründen werden kann, und 
iwar Mf folf«ad« Wei»: 

W««i aKMi k die f t f c h e n « Differentialgleichung 

ic^Mid e«M Ld««a$ sakätitnirt, so mass tiesdbe identisch erfüllt sein. Setzt 
dbs«» aw AhkAnwut: 



$«^ MHfcj$«tt «Mtch Mch die dvth Dil^fvaliation der g^ebenen Gleichung er- 
MW«M l«Wk*MM«tM id«irtk!ck «fWh scia, ntaüich: 



»t 

I 



|i^«V4«lMi«« ^* WM wwJw wft A- A> >A »W» Functionen Ton », x„ ajj . . . x., 
.*xx j^ ^.v w^«»*. w i ak »cK< h n » O w mw rtwi gWchgesetzt, eine vollständige 
V^k«««« ♦rttW^k *♦ ««•»« *«* w*« *»«' BedlmMgen (8.) $. 2 folgende 

«Ml ^*«» «*ii *» V**-' l*t Äv^Crl^/yv») *• Werthe in (32.) substitnirt. 
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so ergiebt sich folgendes System 

(33.) \^ifo{p^{n{^.)+hni^n2,r^{PH)PHi} = o, 

{ 9 = 1,2,...» 

welches System durch Substitution irgend einer Lösung identisch werden muss. 
Es ist aber: 



wonach das System (33.) in folgendes tibergeht: 



dasi"» 



AL 



dU 



df, 



rM^+n(Pd^+-'+r.(P.)^ = o, 

(34.) k(p.)^+f!M^+''-+ro(p.)^ = 0, 

[a;(/'0^+/'«(/»,)^+.-+a;(p.)£ = 0. 

War also die Lösung, welche wir subsütairt haben, eine singulare, dann giebl 
es ein System von Functionen /;, ^-..A der Art, dass die Determinante: 

JL Ml. . . . ^ 

^ ^ . . . ^ 
rfa?, ' rfa?, ' dx^ 



dfn_ df^ . . . ^ 
dx^^ dx^^ * dxn 

nicht verschwindet. Es folgt dann aus den Gleichungen (34.), dass für die 
singulare Lösung die Gleichungen 

(35.) /jKpo^o, /;;(/^)=o, ... a;(p.) = o 

erfüllt sein mässen. 

Die Aufsuchung der singulären Lösung ist also auf die algebraische 
Aufgabe zurückgefahrt, aus den Gleichungen (35.) die Werthe von pi, Pi^Pn 
zu bestimmen, dieselben in die gegebene Gleichung ^ = Ao zu substituiren, 
und daraus den Werth von « zu ennitteln. Die nächste Bedingung der 
Existenz einer singulären Lösung ist also die, dass dieses Verfahren überhaupt 
zu einer Lösung führt, mit andern Worten, dass die auf die angedeutete 
Weise bestimmten Werthe von Pi'..pn9 » den Gleichungen genügen 
ö» dz dz 

Jonraal ffir Mathematik Bd.LXVI. Heft 3. 27 
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Diese Bedingung kann auch noch anders ausgedrflckt werden: 

Denkt man sich auf die angegebene Weise z, pi^ p2"-Pn bestimmt und 

diese Werthe in die Gleichung ^ = A,, substituirt, so wird dieselbe identisch, 

und durch Differentiation derselben erhält man: 

/:;(^.)+-^/;i(a) = 0, 

da aber -^ — =p^ sein soll, so muss auch 

(36.) A.'(x,)+p,/;(*) = 

sein. Diese Gleichung braucht zunächst nur erfüllt zu sein durch Substitution 
der Werthe von pi.-.pn, z; da aber der Werth von & die willkürliche Con- 
staute hiy enthält, welche explicite weder in den Gleichungen (35.) noch in 
den Gleichungen (36.) vorkommt, so folgt, dass die Gleichung (36.) erfüllt 
sein muss, wenn man nur aus (35.) die Werthe der pi...pn einsetzt. Umge- 
kehrt wenn die Gleichungen (35.), (36.) für irgend ein System von Werthen 
der p erfüllt sind , so ergiebt dieses System eine Lösung der Gleichung, 
vorausgesetzt, dass nicht für dasselbe System /^(js) verschwindet, denn aus (36.) 
und der vorangehenden Gleichung folgt: 

also -^ — =Pe' Verschwindet aber /o(ä) für das den Gleichungen (35.) und 

(36.) genügende Werthsystem der p^ dann kommt nach dessen Substitution 
z in der Function ^ gar nicht mehr vor, und die Gleichung /J, = ä,, kann nicht 
mehr befriedigt werden. 

Man erhält also, vorausgesetzt, dass eine singuUre Lösung existirt, 
dieselbe dadurch, dass man ein System von Werthen der p aufsucht, welches 
die Gleichungen (35.), (36.) befriedigt, und dies in die gegebene Gleichung 
fii = hii einsetzt. Existirt kein solches System, so kann man sicher sein, dass 
anch keine singulare Lösung existirt. 

Eine weit schwierigere Frage ist aber die umgekehrte, ob nämlich 
eine auf diese Weise Jtostimmte Lösung wirklich singulär ist, oder ob sie nur 
partieular ist. Ich komme auf diese Frage weiter miten nock rnngehender 
zurOck, und werde, wenigstens fftr eine gewisse Classe von Gleiebutgen 
nachweisen, dass diese Lösung wirklicb singulAr ist. 

Das Resultat, zu welchem wir gelangt sind, dass nämlich die singulare 
Lösung immer durch Differentiation der gegebenen Differentialgleichung nach 
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den Differentialquotienten erhalten wird, könnte paradox erscheinen, da 
offenbar viele Formen von Differentialgleichungen denkbar sind, bei denen 
die Differentialquotienten nach den p unmöglich alle verschwinden können, 
und die gleichwohl singulare Lösungen zulassen, z. B. wenn eine oder einige 
der Grössen p nur linear in der Gleichung vorkommen. Dieser scheinbare 
Widerspruch hebt sich aber, wenn man die Annahme beachtet, dass in der 
Differentialgleichung der willkürliche Parameter ha abgesondert sei , und dass 
die Richtigkeit der angestellten Betrachtungen wesentlich auf der Willkür- 
lichkeit dieses Parameters beruht. Es ist also auch nur von solchen sin- 
gulären Lösungen die Rede, welche für alle Werthe dieses Parameters 
Singular bleiben, während auch solche Fälle möglich sind, dass gewisse 
Lösungen nur für specielle Werthe des Parameters überhaupt Lösungen, oder 
wenigstens singulare Lösungen sind. Das Beispiel der linearen partiellen 
Differentialgleichungen ist sehr geeignet, diesen Umstand ins Licht zu setzen. 
Um die singulare Lösung einer solchen Gleichung zu bestimmen , hat Jacobi 
ein Mittel angegeben (Bd. 27, p. 239 dieses Journals). Setzt man aber auf 
der rechten Seite einer solchen Gleichung an die Stelle von Null die willkür- 
liche Grösse &o^ so gelangt man durch die Jacobische Methode zu einem von 
ki ganz unabhängigen Ausdruck, der also offenbar nur für einen speciellen 
Werth von k) eine Lösung sein kann. 

Ich werde daher im Folgenden noch einen anderen Weg zur Behand- 
lung der Frage nach den singulären Lösungen einschlagen, worin die Be- 
schränkung, die in der Annahme des willkürlichen Parameters liegt, aufge- 
geben wird, freilich nur durch die Annahme einer anderen speciellen Form 
der Differentialgleichung. 

§.7. 

In den folgenden Untersuchongen gebe ich von der Annahme aus, dass 
die gegebene Differentialgleichung in Bezug auf die unabhängige Variable z 
aufgelöst sei, was, da unserer früheren Annahme «iifolge z in der Differential- 
gleichung nicht fehlen soll, jederzeit geschehen kann. 

Es sei also die gegebene Differentialgleichung: 

(1.) z = V^(a:i,a?2...a?»,/ii,p2...f»). 

Ich will ferner annehmen) in den folgenden Gleichungeii sei eine vollständige 
Lösung enthalten: 

27* 
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(2.) 



/i(a?i,a?2...a?»,pi...p,) = Ci, 



' iuK^l^ ^" ''J^ny Pl"'Pn) — ^n • 



Auf diese Form kann jede vollständige Lösung gebracht werden, denn wenn 
man auch eine vollständige Lösung hätte, welche z noch enthielte, so könnte 
man immer durch Substitution des Ausdruclis für z^ aus der gegebenen Dif- 
ferentialgleichung dasselbe aus den Gleichungen der vollständigen Lösung ent- 
fernen. Von den Gleichungen (2.) wird die Eigenschaft vorausgesetzt, dass 
sie in Bezug auf die p auflösbar seien, dass also die beiden Determinanten : 

dp^ §Pi_ ^Pi 

f2{Pl), fiiPl), ... fliPn) 



f:{pi). f:{P2), .../n(p.) 



Öc. ' 


der-- 


de» 


^P^ 


öp. 


SPt 


de, ' 


der-- 


• de. 


dpn 


dp. 


dpn 


der 


der " 


dCn 



(3.) 



nicht identisch verschwinden. Die andern Bedingungen fflr die Functionen f, 
welche den Bedingungen (8.) im §. 2 entsprechen, und die aus jenen sofort 
abgeschrieben werden können, lauten hier: 

^^{y^'ipm^i)-n(Pd{¥(x,)^Pd} = 0. 

! ^{fe i^i)faiPi)-fa{^i)n {Pi)] = 0. 

Wiewohl hier in der gegebenen Differentialgleichung der willkürliche Para- 
meter /lu nicht vorkommt, so müssen die Gleichungen (3.) doch identisch er- 
füllt sein, weil hier statt des willkürlichen Parameters in der Gleichung (1.) 
die Grösse z auftritt, welche in den Gleichungen (3.) nicht vorkommt, so dass 
die Gleichung (1.) nichts zur Erfüllung der Gleichungen (3.) beitragen kann. 
Daraus ergiebt sich sofort: 

Wenn z irgend eine Lösung der Gleichung «— v^ = ist, so ist ä— A,, 
eine Lösung der Gleichung s— V/ = Ao. 

Ferner: 

Die Gleichungen (2.) können ebensowohl als vollständige Lösung der 
Gleichung j5-t^ = 0, wie der Gleichung «— ^ = ^0 angesehen werden. 

Wenn wir aber, nm von einer vollständigen Lösung zu einer beliebigen 
anderen überzugehen, die / als Functionen der x allein bestimmen, nach den 
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Methoden des §. 4, so ist auch diese Bestimmung dieselbe, ob wir die Gleichung 
^5 — ^ = oder die Gleichung ä— V^Ao zu Grunde legen, und daraus folgt: 

Wenn z eine singulare Lösung der Gleichung ^5—^^ = ist, se ist 
« — A,, eine singulare Lösung der Gleichung «— t^ = Aü. 

Diese Bemerkungen setzen uns in den Stand, die früher gefundenen 
Resultate unmittelbar auf die Gleichung (1.) anzuwenden. 

Wenn die Gleichung (1.) eine singulare Lösung besitzt, so muss die- 
selbe enthalten sein in den Gleichungen: 

(4.) V^'(pO = 0, v^'(p.) = 0, ... V^'(/iJ = 0, 

und die Bedingung daffir, dass in den Gleichungen (4.) Oberhaupt eine Lösung 
der Gleichung (1.) enthalten ist, nimmt hier die Form an, dass es ein System 
der p giebt, welches gleichzeitig die Gleichungen (4.) und die Gleichungen 

IPi-y^Xxi) = 0, 
P2-y^'(x2) = 0, 

befriedigt. Diese Bedingung ist hier nicht bloss nothwendig, sondern auch 
hinreichend, weil hier /J (ä) = 1 ist. 

Es folgen aber aus den Gleichungen (4.), (5.) eine Reihe von andern 
Bedingungen, die ich, weil ich später von ihnen Gebrauch machen muss, hier 
ableiten werde. 

Setzt man zur Abkürzung 

dpg _ 
dxa "" P^^' 

wo unter p^ die den Gleichungen (4.), (5.) gemäss bestimmten Functionen 

zu verstehen sind, so muss: 

werden. 

Differentiirt man also die Gleichungen (4.) in Bezug auf x,,, so erhält 
man folgendes System von Gleichungen: 

np,x,)+2,yj"(p,pdPik =0. 
Multiplicirt man diese Gleichung mit ip"{PaPk) und sammirt in Bezug auf h, 
so erhält man: 

2hV^\PoPhW{p^x,) = -S,Sr,y^''(p^p,)y/'{PaPh)Pi^' 



(7.) 
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Die rechte Seite ändert sich nicht durch Verlauschung der Indices () und a; 
es muss also auch die linke Seite ungeändert bleiben, und daraus schliesst 
maa die erste der oben erwähnten Bedingungen: 

(6.) e=.l,2,...n, 

v fli c= 1 j 2, • • • 11. 

Die zweite Bedingung erhält man in ähnlicher Weise aus den Gleichungen (5.); 
diese ergeben nämlich durch Differentiation nach x^ und x^: 

Pae-V'^^a^^) = 2hV{XoPh)Phg' 

Zieht mau diese Gleichungen von einander ab, so erhält man: 

= 2:j,{^f'\x^pH)pKa-'¥\^oPi:)Pk,}, 

und wenn man hierin für p},„ und p^^, oder was dasselbe ist, i^v p„h und p^h 
aus (7.) ihre Werthe einsetzt: 

^h W {XoPh) V^" {xh X,) - /' {x.Pj,) t/;" {x, x^)} 
= -^h^AH^\x^pj,W'{x,p,)pu-'ip\x,pH)^\x^p,^^^^^ 

Die letzte Doppelsumme aber verschwindet identisch, so dass man die gesuchte 
Bedingung erhält: 

(8.) 2,{xp^\x^p,)xlj'\x,x,)-^rp\x,p,)r{^^^^ = 0. 
Die letzte Bedingung dieser Art erhält man durch die Combination der Glei- 
chungen (4.) und (5.) nämlich durch Elimination der p^^ aus den beiden 
Gleichungen : 

y{pHX,) + 2,rf/\p,p,)p,^ = 0, 



'(9.) 

'V{xkX^)^2,^'\xKp,)p^ = PA,. 

Multiplicirt man diese Gleichungen respective mit ^'\poXh) «nd '^'(paPh)^ 
zieht beide von einander ab, und summirt in Bezug auf A, so erhält man mit 
Berücksichtigung der Gleichung (6.) 

^h{f'\x^Pk)f'\PaXh)-f'Xx^Xk)lp'XPaPH^ = -^H^'XPoph)Phg 

oder wegen der ersten Gleichung (9.) 

(10.) j e = i,a, ...!•, 




Weber^ über singulare Auflösungen partieller Di/ferentialgL erster Ordn, 215 

Die Gleichungen (ß.)^ (8.)? (10.) sind die drei Klassen der oben erwähnten 
Bedingungen, welche identisch erfüllt sein müssen, wenn man für die p solche 
Functionen der x setzt, welche den Gleichungen (4.), (5.) gleichzeitig ge- 
nügen, die also immer erfüllt sein müssen, wenn die p die Differentialquotienten 
einer singulären Lösung sind. 

§. 8. 
Ehe ich auf eine genauere Untersuchung der in den Gleichungen (4.)? 
(5.) enthaltenen Lösung eingehe, ist es erforderlich, einige allgemeine Be- 
trachtungen über die Beziehungen der verschiedenen Lösungen Oberhaupt voraus 
zu schicken. 

Wenn irgend eine vollständige Lösung der gegebenen Differentialglei- 
chung bekannt ist, die ich jetzt in der Form schreiben will: 
(1.) z = ;:(ar|,a?2...a?», Ci,C2...cJ, 

worin Ci, C2...c„ die willkürlichen Constanten bedeuten, so erhält man daraus 
alle anderen Lösungen dadurch, dass man an die Stelle der c nach den früher 
angegebenen Methoden bestimmte Functionen von j?i, X2...Xn setzt. Diese 
Functionen, welche ich jetzt zum Unterschied von den Constanten mit yi, ya-y» 
bezeichnen will, genügen nach §. 4 den folgenden Gleichungen identisch: 

(2.) /(yO^+/(y,)^+...+;c'(P'.)|g = 0. 

Daraus geht hervor^ dass die Differentialquotienten pi, p2"'Pn sowohl für die 
vollständige Lösung (1.) als auch für jede andere Lösung den Ausdruck haben: 

(3.) Pi^/i^i)^ P =^X'i^2\ . . . Pn=/M 

nur mit dem Unterschied, dass bei der vollständigen Lösung die c als Con- 
stante zu betrachten sind, während bei der anderen Lösung an deren Stelle 
die Functionen y^, y2'"yn zu setzen sind. 

Betrachtet man nun irgend ein System von Werthen der unabhängigen 
Variablen, x^i^xli..,x^ und setzt man für die willkürlichen Constanten der voll- 
ständigen Lösung: 

wo y'i', y2...yli die Werthe der Functionen yi,y2--y« für Xi = a?y, X2 = X2^ ... 
x^ = x^^ bedeuten, so hat inan dadurch eine bestimmte Lösung aus dem System 
voilfiMttdifer Lösimgefi (1.) festgesetzt, welche di^ Eigensdmfl hdt, duss fSr das 
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Wertksy^em r^. x'-.-.x. akkt mur die Wertbe von s^ sondern auch die Werthe 
von ^ . pz 'P^ fsr £e beides Lösogeii 

-ibereiKtBBea. 

Dane? esfispruft der Sitz: 

Wem muk irrcBd eise Lösane der partiellen Differentialgleichung hat, 
^: sttBBea fvr je4e5 Wcrthsystes Xi« X|...x. die Werthe von i5^ pi, p2 •••/'• 
rxr cie Torüeceade Lfeaif «ad uMadlich viele andere Lösungen flberein. 
Iftsbesotti«« wird i^er jede« Systea ToUslindiger Lösungen immer ein 
lAdiTi«iinai aieetroCea werden« welkes fikr ein beliebiges Werthsystem 
r.. r. ..X, ah der gera d e Torliefesdeo Lösung die Werlhe von ^s, pi^-Pn 

Aaf die^eft Satz gesMtzt werde ich nun die Eigenschaften der in den 

w\p^^O. ¥''(i^) = 0, ... y^\Pn) = 0, 

ft~r\x^^=0, |^-v^Vx,) = 0, ... p.-rp\x.)^0, 

<*atlid[i^wtt LO^uf eittgehesder «ntersudien. Diese Lösung, deren Existenz 
:Ü2k' bii^^r \vra«s^e$etzt wird« hat dem vorigen Paragraphen zufolge die Eigen- 
>clujafU J»S5? « fiür jedes Werthsj-stem Xi = fi, a?, = fj, ... a;, = |„ unendlich 
\w4< mhI^cv LO^wigHi gi^bt welche mit ihr die Werthe von z^ Pi^-Pn g^ 
WMW luiW«. Diese gemeinschaftlidien Werthe will ich mit ^, n^^ 7i^,..n, 
tviWcfetMtu $0 da$$ diese Grt^ssen« als Functionen von li, ^2..^» angesehen, 
,?vtt tJteicinwgea identisch genügen: 

U4^ .^^it* wuu \vie\ler zur Abkürzung: 

Md ^Ut nnn «laterMclieik welche Werthe die Grössen p^ annehmen können, 



(8.) 
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wenn man darin 

setzt. 

Die Grössen pi^ p^- - Pn genfi^en der Gleichung (4.) identisch. Wenn 
man dieselben daher nach einander in Bezug auf x^ und x^ differentiirt, und 
nach der Differentiation für Xi, x^. . .Xnj In I2 • • • l«. setzt, so erhält man, 
weil durch diese Substitution j5 in C^ Pi in tfi, . . . p^ in n^ äbergehen, mit 
Räcksicht auf (6.) 

die Grössen n^^ dagegen genflgen in Folge der Gleichungen (6.) den Glei- 
chungen: 

Den Gleichungen (7.) müssen alle zweiten Differentialquotientra p^^ illr das 
Werthsystem li, I2 • • • I,» genügen , welche solchen Lösungen angehören, für 
die gleichzeitig » = C, Pi == ^1 ^ J»2 = ^2 ^ • • . Pn = ^n wird. 

Umgekehrt wird man aber auch schliessen können, wenn man irgend 
ein Werthsystem der p^^ gefunden hat, welches den Gleichungen (7.) genügt, 
dass dieses Werthsystem als dad Systtem der zweiten partiellen Differential- 
quotienten irgend einer Lösung für (a?i,a?2 . . .a?») = (fi, I2 . . . In) angesehen 
werden kann, für welche Lösung gleichzeitig is ==: ^^ pi = 7i,, ... p, = 71^ 
wird. Denn in der gegebenen Differentialgleichung ist durchaus keine andere 
Beschränkung fBr dies System der zweiten Differentialquotienten enthalten, 
als die durch die Gleichung (7.) dargestellte (weil die Bedingung (7.) die Be- 
dingung p^a = PoQ schon involvirt). Da aber der Inbegriff aller Lösungen der 
Differentialgleichung denselben Umfang haben muss, wie die Differentialglei- 
chung selbst, so folgt, dass unter den Lösungen, immer solche getroffen werden 
müssen, welche für ein gegebenes Werthsystem: 

irgend ein mit der Differentialgleichung verträgliches Werthsystem von 

^9 Pl-i Pl" Pn, Pn^ Pl7' 'Pnn 

ergeben. 

Es ist daher zunächst erforderlich, die Gleichungen (7.) auf eine über- 
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sichtlidiere Form zu bringen, aus welcher auf die Eigenschafi^i dct ihneo 
genügenden Werthe von p^^ geschlossen werden kann. 

Hier ist es nun aber nothwendig, eine beschränkende VorausseUuog 
Oiner die gegebene Differentialgleichung zu machen, welche ich während der 
folgenden Untersuchung festhalten muss. Diese Voraussetzung isl die, dass 
die Determinante: 

V^"(P2,Pl), ^"{P2,P2), . . . ^"{p7,Pn) 



(9.) 



weder identisch verschwinde, noch auch durch Einsetzen der Werthe von 
Pi'-'Pn &QS den Gleichungen (5.); und ferner dass auch keine der Grössen 
^''iPqyPa) durch Einsetzen der Werthe von /ii, p2 . . .pn aus den Gleichungen 
(5.) unendlich werde. tJeb^er die Natur und den Umfang der dadurch aus- 
geschlossenen Fälle werde ich später noch Einiges anführen. Unter dieser 
VorauBsetzung riso werde ich jetzt zunächst die Gleiehung (7.) mnforaien. 
Ich führe zsr Alkürarang fotgende Bezeiehaung ein: 
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V = 



^/'"(^.,^,) + -2'AV"(^e^^A)pAa. 



so dass die^ Gleichujpg (7.) die Form annioimt: 

(11.) e^+S^Ph^u^ = 0. 
Zwischen den Grössen e^^ und ti^, bestehen nun gewisse identische Glei- 
chungen^ welche sich aus den im §. 7 abgeleiteten Bedingungen (6.), (8.)) 
(10,) ergeben. Multiplicirt man nämlich die erste Gleichung (10.) mit 
'^"{\y^x)% die zweite mit y^^iS^^i^i^ zieht beide von einander ab uud summirt 
in Bezug auf (f, so erhält man mit Rücksicht auf (6.)^ (10.) des §. 7: 

^, { VV'"(^e> ^i)-^^^"iS,y ^i) } 
= --2'pFe«y>^,^2)-t^"(f<„^a) 
oder wegen der zweiten Gleichung (10.) 

(12.) -S;r^,V^"(7r^,7i,) = ^,u^o^'\S,,7i,)-u^^ 
Mittelst dieser Relation nimmt die Gleichung (tl.) eine höchst einfeehe Ge- 
stalt an. Multiplicirt man dieselbe nämlich mit ^"(ti^^ti^) und summirt in 
Bezug auf ^y so erhält man 
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Ersetzt man in der zweiten Summe' (> dnrdi h, $o ergiebt sich scblira»- 
lich wegen der zweiten Gleichung (10.) 

(13.) 2^Uf,„UiK = «ia. 

Dieae Gleicbmgen ersetzen vollständig die Gleichungen (T.)? von denen wir 
ausgingen, was unmittelbar ans der Vorausset^ng folgt, dass die Determinante 
(3.) nicht verschwinden und nicht unendlich werden soll. 

Die Gleichungen (13.) repräsentiren ein System von n^ quadratischen 
Gleichungen, aus dem die n^ unbekannten Grössen u^„ auf algebraischem Wege 
zu bestimmen sind. Die Grössen u^^ sind ihrerseits wieder lineare Functionen 
der eigentlich gesuchten Grössen p^^- 

Die voUstdndige Auflösung der Gleichungen (13.) ist ein nicht uninteres- 
santes algebraisches Problem. Es liegt in der Natur der Sache, dass die 
Anzahl der Auflösungen unendlich sein muss, es scheint aber, dass sich die 
verschiedenen Lösungen in gewisse Gruppen zertheilen, nach der Anzahl der 
zwischen den u^„ sich ergebenden Relationen, welche Gruppen den Classen 
der Lösungen einer partiellen Differentialgleichung analog sind. Mir kommt 
es hier aber nur auf die Kennlniss von zwei bestimmten Lösungen an: die 
erste dieser Lösungen ist: 

V = 0, p = l,2...», 
a = 1,2 . . . s, 
woraus sich ergiebt: 

Die andere Lösung, von der ich Gebrauch machen will, ist gleichfalls eine 
gdnz bestimmte, und ergiebt sich auf folgendem Wege: 

Bildet man die Determinante D der Grössen u^„ aus dßu Gleichun- 
gen (13.), so ergiebt sich unmittelbar: 

D = D\ 

also: 

Z) = oder Z) = l. 

Die Annahme Z) = l fflhrt zu einer ganz bestimmten Auflösung, die man so- 
fort erkennt^ wenn man die Gleichungen (13.) in der Form schreibt: 
«11 (Wn-l) + «i2«2iH h«ii.tt«i =0, 
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Daraus ersieht man^ dass wenn D = 1 ist: 

(14.) ii,, = 0, •,,-! 

sein muss, wo im ersten Fall für q und a nur verschiedene Indices zu setzen sind. 
Alle andern Annahmen führen nur zu gewissen Relationen zwischen 
den «^^, nicht zu bestimmten Werthen derselben. 

S 10. 

Die zuletzt entwickelten Resultate führen nun zu dem Beweis, dass 
unter den hier gemachten Voraussetzungen die in den Gleichungen (5.) ent- 
haltene Lösung immer eine singulare ist. 

Aus den Gleichungen (14.) folgt, dass es für jedes Werthsystem f|, 
I2 • • • ^11 ^ine oder mehrere Lösungen giebt, welche den Gleichungen genügt: 

(15.) = V'"(ar,,p,) + ^AV^"(p,,/^A)pAo, 

wenn darin an die Stelle von a?i, a^^ . . . a?. gesetzt wird li, ^2 • • • f»- Sollte 
es mehrere solcher Lösungen geben^ so ziehe ich für jedes System $0 I2 • • • !• 
nur eine derselben in Betracht und untersuche nun den Complex dieser Lö- 
sungen für alle Werthe §1^ §2 • • • f«. Dieser Complex bildet ein System von 
Lösungen, welches höchstens von n willkürlichen Constanten abhängt, nfim- 
lieh von den Grössen ^1 , I2 • . . !• ; wohl aber kann dieser Complex von we- 
niger Constanten abhängen. Wir können also diesen Complex entweder als 
eine vollständige Lösung oder doch als einen Theil einer vollständigen Lösung 
ansehen, und diese vollständige Lösung will ich als gegeben annehmen durch 
die Gleichungen 

)f2{^nX2...x^,Pi^p2...pn) = C2, 



(16.) 



\fn{^l'i^2'*'^.yPl^PftPn) = C«. 

Unter diesen Lösungen sollen also der Voraussetzung nach immer 
diejenigen gefunden werden, welche den Bedingungen (15) genügen. 

Setzt man in den Gleichungen (16.) an die Stelle der Constanten C|, 
C2 . . . c^ gewisse Functionen von a^f, a52 • • . ^», die ich mit yi, ^2 • • • y« be- 
zeichnen will, so müssen die Gleichungen (16.) dieselbe Lösung ergeben, 
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wie die Gleichungen: 



(17.) 

Denkt man sich nun die Grössen Pi^t p^. . .pn ausgedrückt durch die Functionen 
A^ A • • A ^^^ ^1' X2...x^ und in v'CpO^ V'CpOi • • • Vipn) mibstitmrt, eo 
lasden sich die Gleichungen (15.) auch so schreiben: 

(18.) \r dMf(Pe) l _ . 

L dx^ J ~ ^' 

WO durch die eckigen Klammern angedeutet ist, dass die Differentiation nach 
X so auszuführen ist, als ob die Grössen /i, f^ . , . f^ Constanten w&ren. 

Das in den Gleichungen (18.) enthaltene Resultat lüsst sich so aus- 
drücken: die Functionen y^{p^) müssen auf die Form gebracht werden können: 

Worin die Functionen <p^ die Eigenschaft haben, dass ihre partiellen Differen- 
tialquotienten %{x^) verschwinden, wenn man darin an die Stelle von d^ 
setzt Ia uiid an die Stelle von A^ A-. ./, solche Constanten, welche die 
iroUstfindige Lösung (16.) so specialisiren. dass sie den Bedingungen (15.) 
genügt. Diese Eigenschaft der Functionen g>^ Ifisst sich auch folgendermassen 
msdrücken: die Differentialquotienten <p'^(Xo) müssen identisch verschvrinden, 
wenn man an die Stelle der /, , A • • • A die oben definirten Functionen ^i;, 
ya . . . y. setzt. Daraus folgt weiter, dass die Functionen y^ (a^n ^»2 . . . ar«, yi, ya . . . yj 
durch die Functionen ^i, 72- . .y« allein ausdrüchbar sein müssen, denn man 
erhfilt vermöge der oben erwähnten Eigenschaft der Functionen ip^ 

d(p, = AUn'^AUy2+-+Aidy^, 

d. h. die Variationen von (p^ sind allein abhängig von den Variationen d^ 
Functionen )^i^ ^2 - - - Yn^ ^s können also auch die Functionen (p^ allein 
durch die Functionen y^ ausgedrückt werden, welche Ausdrucke ich mit 
Xf(yi^y^ •y») bezeichnen will. 

Nun ist aber der Voraussetzung (17.) zufolge, wenn man an die Stelle 
^r A? A • • A ^^e Functionen /i, ya • • y« setzt, v'(Pe) "= ®' ^^ demnach 
erh&lt man aus den Gleichungen (19.) die identischen Gleichungen: 
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(20.) 






In diesen Gleichungen ist der Beweis enthalten, dass die hier in Frage ste- 
hende Lösung unter den gemachten Voraussetzungen immer eine singulare 
Lösung ist. Die Gleichungen (20.) sagen nämlich aus, dass die Functionen 
7i^ Yi^ ' ' ' 7n in Bezug auf die darin enthaltenen Variablen a?i, Xi ... x, 
auflösbar sind, und dies ist nar dann möglich, wenn die Determinante 



dx,' 


dxr 


dx, 






" dx. 






dm 



nicht identisch verschwindet. Nach §. 5 ist aber das die Definition der sin- 
guliren Lösung, .dass ein solches Functionensystem yi^yi.../n exisürt, deren 
FuneUonaldeterminante nicht verschwindet. 

Hinsichtlich dieses Beweises ist zu bemerken, dass derselbe hätte er- 
spart und durch einen weit einfacheren ersetzt werden können, wenn man 
sich der Frincipien bedienen wollte, welche zuerst Euler*) bei der Unter- 
sudiung der entsprechenden Frage ffir gewöhnliche DifferenUalgleichnngen 
angewandt hat, und von denen nach ihm Laplace**)^ Lagrange***) und 
Fofttfonf) Gebrauch gemacht haben. 

Diese Frincipien enthalten aber die sehr missliche Voraussetzung der 
Entwickelbarkeit einer Lösung mit einer willkürlichen Constanten nach posi- 
tiven Potenzen dieser Constanten, eine Voraussetzung, deren Zulässigkeit 
nicht ohne Kenntniss der betreffenden Lösung beurtheilt werden kann, so dass 
die darauf gebauten Beweise streng genommen weiter nichts leisten, als dass 



*) Euler, Calculus integralis. Bd. 1. Problema 72« 
**) Laplaoef M^moirea de FAcad^mie de Paris 1772. 

***) Lagrange, Le^ons sur le calcal des fonctions, le^on quinzi&me und an 
anderen Orten. 

f) Paisson, Sur les Bolations particuliftres etc. Journal de T^cole poly- 
technique. Bd. & 
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ne eine gewisse WahrsofaeinUchkeil gewftiirea, dass die ans der Diiferentialglei-f 
ehug selbst oiine Integration abgelöteten Lösungen singulare Ldsuigen sind^). 
Der im Vorhergehenden von mir Mitwickelte Beweis ist zwar aueb 
nicht ganz allgemein; die dabei gemachten Voraussetzungen beziehen sich 
aber nur auf die Differentialgleichung^ und ihre Zulässiglieit kann erkannt 
werden aus der Differentialgleichung selbst ohne Integration. 

S. 11. 

Der im Vorliergehenden gelieferte Beweis der SingulariMt oMerer 
Lösung ist nicht der einzige Vortheik, der ans den Betrachtungen dea vorigen 
Paragraphen gesogen werden kann. Es ergeben sich daraus nocb eile Reihe 
anderer merkwürdiger Eigenscbaften deijenigen Differentialgleiebungenv hm 
denen die im $. 9 gemadrten Voraussetzungen erfftUt sind. 

Zunächst ergiebt sich unmittelbar, dass die vollst&ndige Löeiuig (14«} 
durch die Annahme (15.) yollst&ndig erschöpft Wird, d, k die durch die Qe^ 
dingung (15.) charakterisirten Lösungen bilden zusammen ein voUstAndigee 
System von Lösungen. Dmn vemiöge der GleichuBgen (2(K) erhilt man fQr 
jed^s b^ieblge Wertfasyslem der Constanle» e,, ^t . . . c,^ wenn iMu dMatUwm 
•ft die Stelle der ^i, y^. . .^^n setzt, ein Werllisyftem $i, S^. ..§n% welobe» 
die Bedingungen (15.) befriedigt. 

Wenn wir also in den Gleichungen (2Q.) an die Stelle der Xi^ x^.. .x^ 
setzen fi> ^2.-.f»^ m die Stelle der yi, y^-^yn wieder die Functionen 
A? fi--fn (16)? 90 kaan das System von Gleichungen: 

(21.) i^^^x^in.r^^^^fn) = 0, 

al» eine mdere Fem der Lösung (1(>.) ange&ehea werde«, in welcher an di« 
Stelle der willkärlichen Constanten Ci , Cj . . . c^ jetil die willkftrlicb^m Con- 
stanten li, §2- ' 'Sn getreten sind. Aus dieser Form der vollständigen Lösung 
erhallen wir unmittelbar die singulare Lösung, wenn wir setzen: 

§1 = a^l , b2 ^= ^ 9 ... bn ^^ ^n i 



*) Einen Zweifel an der Gültigkeit dieses Beweises hat meines Wissens zuerst 
JoQobi ausgesprocheo; da wo er vpn den singulären I^ösungen der linearen partiellen 
Differentialgleichangen handelt, dieses Joumiä Bd. 97, pag. 340. 
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und bezeichnet man wieder die partiellen Differentialquotienten der ToUstfin-* 
digen Lösung mit p^^ die der singnlftren Lösung mit n^, mit « die vollständige 
Lösung, mit ^ die singulare Lösung selbst, so wird: 

(22*) Pi=ni^ ^2 = ^2, ' ' Pn^'^ny « = t 

für: — 

^ (23.) xi — §i, a?2 = l2, ... «« = ^. 

Ich werde nun nachweisen, dass die Gleichungen (22.) nicht etwa bloss 
zu Relationen fähren können zwischen den Xi, x^^.^x^j welche durch (23.) 
befriedigt werden, sondern dass die Wertbe (23.) ein ganz bestimmtes System 
von Wurzeln der Gleichutagen (22.) sind. 

Wenn n&mlich die Gleichungen (22.) durch weniger als n Relationen 
zwischmi den Variablen a^i, a^ ... x» erfälli werden, so kann man die 
Variablen x^^ x^ ... a?« durch eine Anzahl unabhängiger Variablen <i, tt . «^ 
ausdrflcken, so dass die Gleichungen (22.) identisch erfOllt werden^ und dass 
zugleich die Gleichungen (23.) fOr gewisse constante Werthe der <i, ft ... 
erfüllt sind. 

Wenn man nun die identischen Gleichungen (22.) nach einer der 
Grössen t differentiirt, so erhält man unter Beibehaltung der frOhermi Be- 
zeichnung für die zweiten partiellen Differentialquotienten das System von 
Gleichungen: 



(24.) 



(j>U-^Il)-^ + (Pl2-^i2)-^ + 
(^21-^^0-^ +(P22-^22) -^ + 



• + (pin-7rj-^ = 0, 

• + (P2.-^.)-g^ = 0, 



{Pn 









•+(P^-J# 



0. 



Diese Gleichungen müssen identisch sein, wenn man in den Coefficienten für 
0^1, 0^ ... x, ihre Ausdrücke durch die t setzt Aus den Gleichungen (24.) 
folgt aber, dass die Determinante 



Pix — ^1 9 Pn ^2 ^ 



Pln — ^l. 
Pu — ^im 



▼erscbwinden muss für dieselben Ausdrfldke der x durch t^ also auch für 4ie 



«^"(71,, 71,), <(7r2,7Tjj, ... Xff'\7lt,n,) 


, 


P21"~^2M P22 — ■^22^ • • • Pin — ^2b 


y>"(n„,n,), tp"(n„7i^), ... v"K,7i.) 




Pnl^^nl'i Pn2 — 7l^2'i ' ' • Pnn^^nn 
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Werihe Xi = ^i^ ... ic„ = ^,. Dies ist aber nicht möglich, denn zufolge der 
Gleichungen (8.) und (15.) haben wir: 

= !/;"($;, 71,)+^, V^" (71,, 7l,)p,^, 

1 = V^'\^^,^,) + ^hW''i^^y^h)Ph^, 

folglich: 

und daraus folgt: 



1 = 



Und da den Voraussetzungen des §. 9 zufolge der erste Factor nicht unend- 
lich ist, so kann der zweite Factor nicht verschwinden. 

Daraus folgt , dass die Werthe ^1 , I2 . . . I,» für die a?! , x^. . .x^ nicht 
einem System von weniger als n Relationen zwischen den x angehören kön- 
nen, durch welche die Gleichungen (22.) identisch erfüllt werden. 

Dadurch ist nicht ausgeschlossen, dass die Gleichungen (22.) unter Um- 
ständen auch noch ausser durch die bestimmten Werthe li, I2 • • • ^«^ durch 
andere bestimmte Werthe der x, oder selbst durch Relationen zwischen den 
x befriedigt werden können, wenn nämlich die Gleichungen (22.) gewisse ge- 
meinschaftliche Factoren haben; die Werthe |j, ^2 .. ^n ergeben sich aber 
als bestimmte constante Werthe nach Unterdrückung der gemeinschaftlichen 
Factoren und können den aus den gemeinschafllichen Factoren gezogenen 
Relationen nicht genügen. 

§ 12. 

In den folgenden Untersuchungen lege ich die vollständige Lösung (21.) 
zu Grunde, die ich als bekannt voraussetze. Aus derselben soll sich durch 
Elimination der pi'i pz - ^ - Pn der Ausdruck von z ergeben: 

(25.) z = <iP(a;i,a?2...a;„, li,^2.... ^;), 

worin also ^1, ^2 ... 'in die willkürlichen Constanten sind. Wir erhalten aus 
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dieser Lösung die singulare Lösung unmittelbar: 

(26.) & = ip{x^^X2...x^^Xi,ah..,x^). 
Es müssen also die Gleichungen: 

identisch erfüllt sein für: 

(28.) Ij = a?! , I2 = ^29 • • • ^» = ^H 
und zwar so, dass die Werthe (28.) nicht durch Specialisirung von weniger 
als n Relationen zwischen den x und ^ erhalten werden können, sondern 
sich als ein ganz bestimmtes Wurzelsystem der Gleichungen (27.) er- 
geben; denn wenn die Gleichungen (27.) durch weniger als n Relationen 
befriedigt werden könnten, so würden durch dieselben Relationen die Gleichun- 
gen p^ = n^ erfüllt, was, wie ich oben bewiesen habe, nicht möglich ist. 

Zu einer bemerkenswerthen Deutung der willkürlichen Functionen, von 
welchen die allgemeine Lösung abhfingt, gelangt man, wenn man von der 
vollstfindigen Lösung (25.) ausgeht, um daraus alle übrigen Lösungen abzuleiten. 

Man hat dann nach §. 4. die Grössen ^1, ^2- -^m so als Functionen von a?x, 
X2...Xn^^ bestimmen, dass zwischen ihnen die willkürlichen Relationen bestehen: 

/^i(?n^2...IJ = 0, 

(29.) )^^(^mI2...^.) =0, 

(^.(li,^2...§;) = 0. 
Oder indem man die neuen Variablen v^^i , 9»,+2 . . • t'» durch die Gleichun- 
gen einführt: 

i^m+l (bl 9 52 • • • b«) = tJ«+l 9 

/7.(l.,^....|.) =r„ 
so kann man die Functionen ^ auch durch folgende willkürliche Gleichungen 
verbunden annehmen: 

, §1 = V^l (t?m^.| j t^m-f 2 ••••?•) 9 
C31 ) ~ ^^(^m+M ^m4-2 • •• O9 



^L = V'«(«-.+n<^«+2...«-)- 
Dann werden die v^^i • • • f 1. als Functionen von Xi^ x^ . . . x^ bestimmt 
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vermittelst der Gleichungen: 

•^Vi(««.+i) + -5|^V2(«'«+i)+-'- + ^V.(<'-.+i) = 0, 

(32.) / öir ^' ^'"^'^ "^ öir ^' ^*"+''' + ' ■ ■ + öf7 ^" ^*'"+'^ ^ ^' 

Hat man die e diesen Gleichungen gemäss bestimmt, so ergiebt sich die ge- 
suchte Lösung: * 

(33.) a = ^(a;,, Xj....a;,,v,, Vz"- V.)- 

Ich werde im Folgenden der Kürze halber sagen : zwei Lösungen be- 
rfihren sich, wenn für ein Werlhsyslem oji, X2 . -. x„ für beide Lösungen die 
Werlhe z, pi^ p2 " Pn übereinstimmen. Ich werde ferner ein Gebiet der 
jten Ordnung den Inbegriff aller Werlhe von oji, X2 ... x„ nennen, welche 
n^-q Gleichungen genügen, so dass ein constantes Werthsystem der a;,, ajj ... oj« 
ein Gebiet der nullten Ordnung ist, während, wenn die a?i, Xj ... x„ ganz 
unabhängig von einander sind, sie ein Gebiet der i»'^" Ordnung bilden. 

Betrachten wir nun irgend ein Individuum der vollständigen Lösung (25.), 
dessen Constanten fi, ^2 • • • L den Relationen (29.) genügen sollen. Diese 
Lösung wird die Lösung (33.) berühren, wenn man die a?i, 0^2 . . . ar„ so 
bestimmen kann, dass sie den Gleichungen: 

genügen. Diese Gleichungen werden aber identisch erfüllt, wenn wir die x 
den Gleichungen (30.) gemäss bestimmen, worin die § Constanten, die v ge- 
gebene Functionen der x sind. 

Die Lösungen (25.) und (33.) berühren sich also, falls die Constan- 
ten der ersteren den Gleichungen (29.) gemäss bestimmt sind, in einem Ge- 
biet der m*^" Ordnung^ welches dargestellt ist durch die Gleichungen (30.). 

Von der vollständigen Lösung (25.) habe ich früher schon nachgewie- 
sen, dass jedes Individuum derselben die singulare Lösung (26.) in einem 
Gebiet der nullten Ordnung berührt. Es bleibt also noch übrig, das Gebiet der 
Berührung der singulären Lösung (26.) mit der Lösung (33.) zu untersuchen. 

Die Lösungen (26.) und (33.) berühren sich für solche Werthe der 
Xi, X2 ... x„, welche den Gleichungen genügen: 

29» 
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Daraus folgt zunächst^ dass nur für solche Werthe der x eine Berührung statt- 
finden kann^ welche den Gleichungen genügen: 



Ferner aber werden die Gleichungen (32.) durch die Annahme V'i=a;i, 
V^2 = ^2^ .-. %=^Xn identisch befriedigt, wegen der Gleichungen (27.), die 
durch (28.) identisch befriedigt werden, so dass sich ausser den Gleichungen 
(34.) für die x keine anderen Bedingungen ergeben. 

Daraus folgt, dass sich die Lösungen (26.), (33.) in einem Gebiet der 
(»— m)***" Ordnung berühren, welches dargestellt ist durch die Gleichungen 
(34.), also gerade durch die angenommenen willkürlichen Functionen. 

Die vollständige Lösung, von der wir ausgingen, kann ausser in dem 
Gebiet der nullten Ordnung die singulare Lösung noch in anderen Gebieten 
berühren, welche aus unterdrückten gemeinschaftlichen Factoren der Gleichung 
(27.) entspringen. 

Setzen wir zuerst den Fall, dass solche gemeinschaftliche Factoren 
der Gleichungen (27.) nicht existiren, dann wird die vollständige Lösung, die 
hier zu Grunde liegt, die Eigenschaft haben, die singulare Lösung nur in Ge- 
bieten der nullten Ordnung zu berühren, und aus dem Vorhergehenden folgt un- 
mittelbar, dass diese vollständige Lösung die einzige ist, welche diese Eigen- 
schaft hat; denn aus dieser Lösung gelangt man zu jeder anderen dadurch, 
dass man zwischen den Constanten gewisse Relationen annimmt, deren An- 
zahl kleiner als n sein muss; und diese Relationen repräsentiren immer ein 
Berührungsgebiet, dessen Ordnung die nullte übersteigt. 

Es folgt ferner, das in diesem Fall jede Lösung entweder unzwei- 
deutig, oder doch nur auf eine endliche Zahl von Arten bestimmt ist, wenn 
ihr Berührungsgebiet mit der singulären Lösung gegeben ist. 

Durch das Berührungsgebiet sind nämlich die willkürlichen Relationen, 
die zwischen den Constanten anzunehmen sind, gegeben. Es kann aber auch 
der Fall eintreten, dass unsere vollständige Lösung die singulare Lösung nicht 
in je einem Gebiete der nullten Ordnung, sondern in mehreren berührt. In 
diesem Fall ist durch die zwischen den Constanten angenommenen Relationen 
nicht das vollständige Berührungsgebiet der neuen Lösung mit der singulären 
Lösung gegeben, sondern nur ein Theil derselben, wodurch allerdings der 
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übrige Theil zugleich mitbestimmt ist. Es können aber in diesem Fall die 
willkürlichen Constanten der vollständigen Lösung durch andere Conslanten 
ersetzt werden, welche Functionen der ersten sind, und welche dieselbe Be- 
deutung wie diese haben, so dass man die gegebenen Relationen ebenso wohl 
zwischen diesen neuen Constanten als zwischen den ersteren annehmen kann. 
Durch jede solche Annahme wird die durch ihr Berührungsgebiet gegebene 
Lösung und zwar im Allgemeinen verschieden bestimmt. 

Anders gestaltet sich die Sache in dem Falle, wo die vollständige 
Lösung (21.) ausser in Gebieten der nullten Ordnung noch in Gebieten von 
anderer Ordnung die singulare Lösung berührt. Dann kann es mehrere, ja 
sogar unendlich viele vollständige Lösungen geben, welche die gleiche Eigen- 
schaft wie die Lösung (21.) haben. Denn während sich ein Berührungsgebiet der 
nullten Ordnung beim Uebergang zu einer anderen Lösung in ein Berfihrungs- 
gebiet höherer Ordnung erweitert, liann das derselben Lösung angehörige 
Berührungsgebiet höherer Ordnung zu einem Berührungsgebiet der nullten 
Ordnung sich zusammenziehen. 

In diesem Falle ist keineswegs eine Lösung bestimmt durch ihr Be- 
rührungsgebiet mit der singulären Lösung, welches durch gegebene Relationen 
zwischen den Constanten der vollständigen Lösung dargestellt ist. Denn man 
wird andere und andere Lösungen erhalten, jenachdem man die Constanten 
der einen oder einer anderen vollständigen Lösung in diese Relationen einsetzt. 



§. 13. 
Wenn irgend eine vollständige Lösung der partiellen Differentialglei- 
chung bekannt ist: 

(1.) 2 = y(ar|,a:2...ic„, Cj, C2...cJ, 

so ist die Frage nach dem Gebiet, in welchem diese Lösung die singulare 
Lösung berührt, eine rein algebraische. Man hat nur zu untersuchen, durch 
welche Relationen zwischen Xj, iPa . . . a:,, c,, C2 . . . c„ die Gleichungen 

(2.) 55 = ^, Pi = ^n . . • Pn = ^. 

identisch erfüllt sind. Die Anzahl dieser Relationen kann im höchsten Falle 
gleich n sein, im Allgemeinen aber wird sie geringer sein. Es kann auch der 
Fall eintreten, dass es verschiedene Systeme solcher Relationen giebt, deren 
Anzahl selbst verschieden sein kann. 
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Es sei nun ein System solcher Relationen: 

(3) )^2(a?i^^2...ir,, Cj,C2...0 = 0, 



worin m<in ist. Will man nun aus der vollständigen Lösung (1.) zu der 
singulSren übergehen, indem man die C|, Cj . . . c„ in geeigneter Weise durch 
die o^M 0^2 ... 0?« ausdrückt, so ergeben sich in diesem Falle für die c keine 
bestimmten Ausdrücke, sondern man kann ein beliebiges System von Functionen 
an die Stelle der c setzen, welches die Gleichungen (3.) identisch erfüllt, denn 
dadurch werden der Voraussetzung nach auch die Gleichungen (2.) identisch. 
Der allgemeinste Ausdruck für die Functionen c, welcher die Glei- 
chungen (3.) befriedigt, ist aber: 

iCi = «/^i(w«»+i...to^, J?i,a:2...aTj, 

wo die co^+i . . . w. ganz beliebige Grössen, die Vn V'? . • • V^« Functionen sind, 
welche die Eigenschaft haben, dass durch Elimination der w aus den Glei- 
chungen (4.) die Gleichungen (3.) wieder hervorgehen, und dass die Functional- 
determinante der ip in Bezug auf die x nicht identisch verschwindet, da sich 
sonst aus (4.) die x eliminiren Hessen, was zu einer Relation zwischen den 
c und CO allein führen würde. Dann aber wären die lo nicht ganz beliebig, 
d. h. die Annahme (4.) wäre zu speciell. 

Da durch die Substitution (4.) die Gleichungen (2.) identisch befriedigt 
werden, so ergeben sich die Gleichungen: 

p = l,2...n, 
und da die Functionaldeterminante der yj in Bezug auf die x nicht verschwindet: 

Gleichungen, welche ebenso wie die vorhergehenden durch Substitution von 
(4.) identisch erfüllt werden müssen. 
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Wenn man die vollständige Lösung (1.) benutzen will, um daraus 
irgend eine andere Lösung abzuleiten, so hat man nach §. 4 so zu verfahren: 
Man bildet die Gleichungen: 



(6.) 



C2 = /2(«p-H...O, 



worin die x willkürliche Functionen, p eine Zahl die ideiner ist als n be- 
deuten, und bestimmt dann die v als Functionen der x mittelst der Gleichungen : 



,-ä^;ri(«'p+.)+ ö^X2(«p+.)+-+-g^;r.(«',+.) = o, 



(7.) 



Die' Gleichungen (7.) werden identisch erfüllt, wenn man für c,, C2 . . . c^ die 
Ausdrücke (4.) einsetzt. Dann aber muss 

werden. Wenn nun 2w~/?— 1»^», oder n^p+m ist, so lassen sich aus 
den Gleichungen (8.) Ausdrücke für 9 und (o bestimmen, welche die Glei- 
chungen (7.) und (8.) befriedigen, und die für die C|, Cj ... c« solche Aus- 
drücke ergeben, welche in die vollständige Lösung (1.) eingesetzt, dieselbe 
in die singulare Lösung überführen. 

Daraus ergiebt sich folgender Satz: 

Wenn man von einer vollständigen Lösung ausgeht, welche die sin- 
gulare Lösung in einem Gebiet der {n—mT'' Ordnung berührt, und man will 
daraus eine andere Lösung bestimmen, indem man p Relationen zwischen den 
willkürlichen Constanten annimmt, so ergiebt sich, vorausgesetzt dass m+p^n 
ist, immer die singulare Lösung selbst als eine Wurzel der aufzulösenden 
Gleichungen. 

Es bleibt noch übrig, zu untersuchen, wie man, wenn irgend eine voll- 
ständige Lösung bekannt ist, zu verfahren hat, um eine solche vollständige 
Lösung zu bestimmen, welche die singulare Lösung in Gebieten der nullten 
Ordnung berührt. 

Die gegebene vollständige Lösung sei: 

(9.) Ä = y(a:i,.a^i...a?«,c„C2...cJ, 
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und die Gleichungen 

(10.) a = ^, Pl=^l, ... Pn==^n 

mögen befriedigt werden, wenn zwischen den Variablen o:,, X2 ... x„ die 
Relationen bestehen: 

!/7i(j?,,a;2...ar., c,,C2...cJ = 0, 


und zwar will ich zunächst den Fall annehmen, dass die Gleichungen (10.) 
auf keine andere Weise befriedigt werden können, als durch die Annahme 
der Relationen (11.). 

Ist nun eine vollständige Lösung, welche die singulare Lösung in Ge- 
bieten der nullten Ordnung berührt: 

(12.) Z = V(^M^2"-^0^1-^'2. ..$%), 

SO folgt aus den Betrachtungen des §. 12, dass man aus (12.) die Lösung (9.) 
erhält, wenn man zwischen den Coustanten ||, §2 ... b» und den Constanten 
C|^ C2 . . . c. die Relationen annimmt: 

//7,(|,,i*2...loCMC2...c.} = 0, 

{^^') \ 

(/7^(^i,$2...l,,c,,C2...cJ = 0. 

Daraus ergiebt sich mittelst der am Schluss des §. 3 bewiesenen Re- 
ciprocität zweier vollständigen Lösungen^ dass man aus der Lösung (9.) eine 
in Gebieten der nullten Ordnung beröhrende Lösung erhält, wenn man zwischen 
den Constanten der gegebenen und gesuchten Lösung die Relationen (13.) 
fosiselzt, welche sich unmittelbar aus dem Berührungsgebiet der singulären 
Lösung mit der gegebenen vollständigen abschreiben lassen. Dem Vorher- 
gehenden gemäss erhält man bei diesem Verfahren ausser der gesuchten 
LöBung die singulare Lösung selbst, wenn 2m^n ist. 

In dem anderen Fall, wo die Gleichungen (10.) ausser durch ein System 
von Rolnlionen (11.) noch durch andere solche Systeme erfüllt werden können, 
muHH es, wie sich aus denselben Prinzipien wie oben ergiebt, unter den ver- 
Hchledenen Systemen wenigstens eines geben, welches in der oben angege- 
benen Weise behandelt, zu einer solchen Lösung führt, welche die singulare 
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Lösung in Gebieten der nullten Ordnung berflhrt. In den meisten Fällen wird 
aber jedes System von Relationen, welehes den Gleichungen (10.) genflgt, in 
derselben Weise benutzt werden können, um eine ToUstfindige Lösung su er- 
halten, welche die singulare Lösung in Gebieten der nullten Ordnung berührt, 
und daraus entspringen in diesen Fftllen die yerschiedenen ToUstAndigen Lösun- 
gen, welchen diese Eigenschaft zukommt. 

Ob diese letztere Bemerkung allgemeine Gflltigkeit besitzt, bleibt da- 
hingestellt. 



$. 14. 

Ich habe schliesslich noch einige Bemerkungen hinzuzufügen. Ober die- 
jenigen Differentialgleichungen, welche durch die im §. 9 gemachten Voraus- 
setzungen ausgeschlossen sind. Bei dieser Art von Gleichungen sehe ich 
keinen Weg, auf welchem bewiesen werden könnte, dass die durch Differen- 
tiation' nach den Differentialquotienten erhaltene Lösung eine singultre ist, re- 
spective entschieden werden könnte, ob dieselbe eine singultre Lösung ist 
oder nicht. Auch die in den $§. 11 ff. angestellten Betrachtungen verlieren 
in diesen FAllen ihre Gflltigkeit. Immerhin aber steht soviel fest, dass, wenn 
eine singulare Lösung existirt, diese durch die Methode des §. 7 gefunden 
werden muss. 

Zu diesen Ausnahmefftllen gehört eine sehr wichtige Classe von Diffe- 
rentialgleichungen, nftmlich die linearen. Bei den linearen Gleichungen näm- 
lich verschwindet, falls die Zahl der unabhängigen Variablen 2 flbersteigt, 
die Determinante (9.) des $. 9 identisch, wie sich sehr leicht zeigen lässt. Bei 
zwei unabhängigen Variablen aber verschwindet diese Determinante durch Ein- 
setzen der singulären Lösung. 

Die singulären Auflösungen der linearen partiellen Differentialgleichun- 
gen hat Jacobi behandelt *), aber auf einem von dem unsrigen ganz verschie- 
denen Wege, indem er die Multiplicationstheorie benutzt. Es wird daher als 
eine willkommene Bestätigung unserer Resultate zu betrachten sein, wenn es 
gelingt, die Uebereinstimmunsr mit der Theorie von Jacobi nachzuweisen. 

Es soll die lineare partielle Differentialgleichung gegeben sein: 



♦) EHeses Journal Bd. 27, p. 239. 
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(1.) X^Pi+X2P2'\ )rX^Pn = Xo^ 

worin die Xi^ Xi... X^, Xi^ irgend welclie Functionen von %, Xi^ x%...x^ be- 
deuten: das allgemeine Integral dieser Gleichnng lässt sich bekanntUch in der 
Form darstellen: 

(2.) *(A,A...A) = 0, 

wo eine wUlkflrliche Function und /^ , A • • • A ^^^ Integrale eines Systems 
gewöhnlicher Differentialgleichungen sind. 

Die von der vollsttndigen Lösung mit n willkürlichen Constanten aus- 
gehenden Betrachtungen sind bei diesen Gleichungen fiberflflssig; sie können 
aber eben so gut hier wie im allgemeinen Falle angestellt werden. Eine voll- 
ständige Lösung erhfilt man aus (2.), wenn man Ober die Function ^ irgend 
eine specielle Annahme macht, worin n willkflrliche Constanten yorkommen. 

Wenn man dann, wie im $. 4 gezeigt wurde, die Constanten als 
Functionen der Variablen zu bestimmen sucht, um neue Lösungen zu erhalten, 
so ergeben sich, wie man sofort erkennt, wenn man den Ansatz macht, die 
Constanten immer als Functionen der /;, A-../.^ so dass man immer wieder 
auf die Form (2.) zurückkommt, ausser bei der singulfiren Lösung; die sin- 
gulare Lösung kann nicht in der Form (2.) enthalten sein, was sich unmittel- 
bar aus der Definition derselben im §. 5 schliessen ISsst. 

Nach der Methode des §. 7 hfltte man, um die singulare Lösung zu 
erhalten, die Gleichung (1.) in 'Bezug auf z aufzulösen, und dann die par- 
tiellen Differentialquotienten y, ^••'^— = zu setzen. 

Es ist nun aber nicht nothwendig, diese Auflösung wirklich anszu- 
fflhreu; man kann die Gleichung (1.) selbst differentiiren, und erhfllt zur Be- 

Stimmung der '^*"3~ ^^^ System von Gleichungen: 



(3.) 






Fflr die singulare Lösung müssen •^•••^—verschwinden. Dies kann 
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niiD dadurch geschehen, dass die ^i, X, ... A» durch eine Gleichung zwi- 
schen s^ Xi .. . x^ sum Verschwinden gebracht werden. Damit aber dadurch 
die Gleichung (1.) Oberhaupt befriedigt wird, muss gleichseitig Xo ver- 
schwinden, d. h. die ganze Differentialgleichung muss einen algebraischen 
Factor haben. 

Nehmen wir also an, die Coefficienten X^^ Xi . . . X^ seien von ge- 
meinschaftUchen Factoren befreit, so fftllt diese Möglichkeit, den Gleichungen 

8% 

^ = zu genflgen, weg, und aus den Gleichungen (3.) fol^ dann, dass für 

die singulSre Lösung 

unendlich gross werden muss, jedoch so, dass nicht gleichzeitig einer der 
Coefficienten Xo^ Xi^ X2 . . . X^ unendlich wird. Es mflssen also, ehe man 
zur Aufsuchung der singultren Lösung schreitet, die Coefficienten von ge- 
meinschaftlichen Factoren und von Nennern befreit sein. 

Der Ausdruck (4.) kann nur dadurch unendlich werden, dass eines 
seiner Glieder unendlich wird, so dass man aus dieser Bedingung die singulfire 
Lösung in Gestalt einer Relation zwischen »^ X| . . . x. erhfllt, welche die p 
nicht mehr enthtlt. Die Gleichung, aus welcher nach /aco6f die singulare 
Lösung zu bestimmen ist, lautet: 

welche Gleichung scheinbar von der hier aufgestellten verschieden ist. Es 
lässt sich aber ohne Schwierigkeiten zeigen, dass die beiden Gleichungen voll- 
stindig äquivalent sind. Denkt man sich nämlich in die Coefficienten Ai, 
X^ . . . X^ an die Stelle von "% die singulare Lösung substituirt, so gehen 
diese in Functionen von Xi , o)^ • • • ^» allein Aber, welche der Voraussetzung 
nach nicht unendlich sind. Bezeichnet man daher die partiellen Differential- 
quotienten dieser Functionen nach den x mit (j^^Jy so hat man die iden- 
tischen Gleichungen: 

und daraas: 

30* 
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dX, , dX, , .dX, dX, 

Auf der linken Seite dieser Gleicliang stellt ein endlicher Ansdmck. Wenn 
also die erste Zeile rechts Tom Gleichheitszeichen nnendlich ¥drd, so nnss 
•nch die zweite Zeile nnendlich werden und umgekehrt, wodurch die Ueber- 
einstimninng der beiden Arten der Bestimmung der singuliren Lösung dar- 
gethan ist. 

Heidelberg, im Mtrz 1866. 
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Geometrische Betrachtungen und Lehrsätze. 

(Von Jacob Simner.) 



An» dflMiB hiatcriaMMico IfaaiiieriptflB mitgetlMUt tob Hatfii C. F. €Mi0t fai Zflrieh. 



I. 

VTehen in einer Ebene drei beliebige begrenste Gerade aa, bß, cy 
dnrch den ntmlicben Punkt m and ist dieser die Mitte jener Geraden, so 
sehneiden sich sowohl die vier Kreise abe, aßy, bya, caß in irgend einem 
Punkte d, als auch die vier Kreide aßy, abe, ßea, yah in irgend einem Punkte 
d. Die Gerade dS geht durch den Punkt m und wird in ihm gehtlftet; femer 
liegen die acht Endpunkte der vier Geraden in irgend einem Kegelschnitte 
M% welcher die Geraden zu Durchmessern und m zum Mittelpunkte hat. Zieht 
man umgekehrt in einem Kegelschnitte m^ drei beliebige Durchmesser aa^ bß^ 
ey und legt durch je drei Endpunkte verschiedener Durchmesser Kreise, so 
schneiden sich einerseits die Kreise abe^ aßy, bya, caß in einem Punkte d, 
und andererseits die vier Kreise aßy, abc, ßca, yab in einem Punkte i. Beide 
Punkte liegen auf dem Kegelschnitte, und sind Endpunkte eines Durchmessers 
desselben. Durch je drei gegebene Durchmesser ist also nicht nur der Kegel- 
schnitt, sondern es ist auf diese Weise allemal noch ein vierter, ihnen zu- 
gehöriger Durchmesser bestimmt, und zwar ist von solchen vier Durchmessern 
jeder von den andern dreien in' der angegebenen Weise abhtngig. Aus die- 
sem Satze lassen sich nachstehende Folgerungen ziehen: 

Werden in einem gegebenen Kegelschnitte irgend ein Punkt c und zwei 
beliebige Durchmesser aa und bß angenommen, so schneiden sich die zwei Kreise 
abc und aßc allemal in irgend einem neuen Punkte d des Kegelschnittes. 
Lfisst man nnn die Durchmesser zusammenfallen, so folgt ferner: Beschreibt 
man zwei Kreise, welche durch den nftmlichen Punkt c des Kegelschnittes 
gehen und diesen nebstdem in den Endpunkten a und a irgend eines Durch- 
messers beziehlich berfihren, so liegt auch der zweite Schnittpunkt d der Kreise 
auf dem Kegelschnitte, und umgekehrt, legt man an zwei gegebene Krejse 
irgend ein Paar paralleler Tangenten, an jeden eine, so giebt es immer einen 
Kegelschnitt, welcher die Kreise mit den Tangenten in den nämlichen Punkten 
a und a berührt, und zudem durch die beiden Schnittpunkte c und d der 
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Kreise geht; aa ist einer seiner Durchmesser. Ans dem Torigen Satse lieht 
man leicht dnrch Umkehrung: 

Sind £wei gleiche parallele Gerade ab und aß gegeben, und man legt 
durch ihre Endpunkte bezieblich irgend zwei Kreise, so' liegen deren zwei 
Schnittpunkte e und d mit den Endpunkten der Geraden in einem und dem- 
selben Kegelschnitte. Oder: Zieht man in zwei gegebenen Kreisen zwei 
parallele gleiche Sehnen, in jedem eine, so liegen ihre Endpunkte mit den 
zwei gemeinschaftlichen Punkten der Kreise in irgend einem Kegelschnitte. 

Betrachtet man in Ansehung der drei Geraden oder Ihirchmesser aa^ 
bß, cy etwa die zwei Kreise abe und aßy und Itsst die Durchmesser bß und 
cy dem festen Durchmesser aa so nahe rflcken, dass die Endpunkte 6 und e 
als mit a, so wie ß und y als mit a vereinigt anzusehen sind, so oseulhrt der 
erste Kreis den Kegelschnitt in a, der andere Kreis berührt ihn in a^ und beide 
Kreise müssen sieh immer^ ausser in a noch in irgend einem anderen Punkte 
d des Kegelschnittes treffen. Da der zweite Kreis durch die Bedingung, dass 
er durch a gehen und den Kegelschnitt in a berflhren soll, bestimmt ist, so 
ergiebt sich folgende einfache Construction des Krflmmungskreises des Kegel- 
schnittes m' in einem gegebenen Punkte a: durch den Punkt a ziehe man den 
Durchmesser aa, lege durch seine Endpunkte einen Kreis, welcher den ge- 
gebenen Kegelschnitt m^ in a berührt und ihn noch in irgend einem neuen 
Punkte d schneidet, durch diesen Punkt denjenigen Kreis, welcher m? in a 
berührt, so ist dies der gesuchte Krümmungskreis. Durch Urokehrung hat 
man ferner: Schneiden sich zwei gegebene Kreise in zwei Punkten a, d, 
und man legt in a an den einen Kreis die Tangente, und an den anderen 
Kreis eine parallele Tangente, deren Berührungspunkt a heissen soll, so giebt 
es allemal einen Kegelschnitt, welcher den ersten Kreis in a osculirt, den 
zweiten Kreis in a berührt und zudem durch den zweiten Schnittpunkt der 
Kreise geht; auch hat derselbe die Gerade aa zum Durchmesser. Da zwei 
Tangenten an den zweiten Kreis möglich sind, welche der genannten Tan- 
gente des ersten Kreises parallel sind, so entsprechen ihnen auch zwei Kegel- 
schnitte, welche einander in a osculiren und nebstdem noch in d schneiden. 

n. 

Werden die drei Durchmesser aa, bß, cy insbesondere so angenom- 
men, dass ihre gemeinsame Mitte m zugleich der Schwerpunkt des Dreieckes 
abe ist, so ist der Kegelschnitt w? nothwendig eine Ellipse, und das Dreieck 
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gehört £u den ihr eiDgeschriebenen Dreiecken von grösstem Inhalt, so dass 
also die Tangenten der Ellipse in den Ecken des Dreiecks den resp. Gegen- 
seiten parallel sind; zugleich sind also auch die Tangenten der Ellipse in den 
andern Endpunkten a, ß, y der Durchmesser beziehlich den Seiten hc^ ea, 
ab parallel. Der Kreis abe schneidet die Ellipse noch in irgend einem vierten 
Punkte d. Mach einem Satze von Poncelet hat jeder durch die Endpunkte 
der Sehne ad gehende Kreis mit der Ellipse eine Sehne gemein, welche der 
Sehne be parallel ist; und somit auch umgekehrt: die Endpunkte jeder mit 
bc parallelen Sehne der Ellipse liegen mit den zwei festen Punkten a und d 
in einem Kreise. Da nun die Tangente im Punkte a der Sehne be parallel 
ist, so berahrt der durch a, d und a gelegte Kreis die Ellipse in a und dem- 
zufolge geht der die Ellipse in a osculirende Kreis durch den Punkt d. 
Gleicherweise folgt, dass die Krfimmungskreise der Ellipse in b und c eben- 
falls durch den nflmlichen Punkt gehen. Also: 

Die drei Krfimmungskreise der Ellipse in den Ecken eines ihr einge- 
schriebenen grössten Dreieckes abe schneiden dieselbe in einem und demselben 
Punkte d der Ellipse, welcher allemal mit den drei Ecken zusammen in einem 
Kreise liegt. Und umgekehrt: durch jeden Punkt d der Ellipse gehen je 
drei Krfimmungskreise derselben, welche sie in den Ecken eines ihr einge- 
schriebenen grössten Dreiecks osculiren, und zwar liegen diese Ecken mit 
jenem Punkte allemal in einem Kreise. Diesem Satze kann man noch fol- 
gendes hinzufflgen: In Bezug auf jeden Punkt der Ellipse giebt es je drei 
solche Durchmesser derselben, aa, 6/9, ey welche von dem Punkte aus unter 
1/Vinkeln gesehen werden, die beziehlich denen gleich sind, welche die Durch- 
messer mit den ihnen conjugirten Durchmessern bilden. Die nämlichen drei 
Durchmesser entsprechen in gleichem Sinne zugleich auch dem Punkte d, dem 
anderen Endpunkt des durch d gehenden Ellipsendnrchmessers, und ihre End- 
punkte in gehöriger Ordnung genommen sind allemal die Ecken zweier grössten 
Dreiecke abe^ aßy in der Ellipse, deren umschriebene Kreise beziehlich durch 
die Punkte d^ d gehen. Nfimlich das Dreieck aßy hat mit dem ersten, abe^ 
den Punkt m zugleich zum Schwerpunkt, und alles was vom Dreiecke abe 
und dem ihm entsprechenden Punkte d gesagt worden, gilt gleicherweise vom 
Dreieck aßy und dem Punkte d. 

111. 

Da die Tangenten der Ellipse w^ in den Ecken jedes ihr eingeschriebenen 
grössten Dreieckes abe den resp. Gegenseiten parallel sind, so sind die Normalen 
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in den Ecken zugleich die Höhen des Dreieckes nnd treffen sich desshalb.in 
einem Ponkle p. Die durch diesen Ponkt gehende vierte Nonnale der Ellipse 
bat gerade den vorhin genannten Pnnkt d zom Fnsspnnkt^ was llbrigens schon 
Joachim$thal bemerkt bat. 1/Vie ferner bekannt liegen die Fnsspnnkte aller 
vier Normalen abcd sammt dem Punkte p und dem Mittelpunkte m der Ellipse 
in einer gleichseitigen Hyperbel^ etwa V, deren Asymptoten den Ellipsenaxen 
Xj Y parallel sind. Daxn kommt mm noch, dass die Hyperbel den Ellipsen- 
halbmesser md sum Durchmesser hat, so dass ihr Mittelpunkt k in seiner Mitte 
liegt. In diesem Betracht ergieht sich, alles susammengefasst, folgendes: 

Die je drei Normalen der Ellipse m^ in den Ecken jedes ihr ein- 
geschriebenen grössten Dreieckes abc treffen sich in einem Punkte p, und 
die durch diesen Punkt gehende vierte Normale hat denjenigen Punkt 9 
sum Fusspunkte, welcher mit den Ecken des Gegendreiecks aßy in einem 
Kreise liegt,- oder dessen Gegenpunkt d mit abe in einem Kreise liegt 
Durch die fQnf Punkte abcdp und durch den Mittelpunkt m der Ellipse 
geht eine gleichseitige Hyperbel A^, deren Asymptoten allemal den Ellipsen- 
axen X, Y parallel sind, und welche den Ellipsenhalbmesser mS sum Durch- 
messer, also ihren Mittelpunkt h in dessen Mitte hat. Die allen grössten 
Dreiecken auf diese Weise entsprechenden gleichseitigen Hyperbeln haben 
demnach sum Ort ihrer Mittelpunkte eine sweite Ellipse, etwa aij, welche der 
gegebenen m* Ähnlich, mit ihr Ähnlich liegend und concentrisch ist und halb 
so grosse Dimensionen hat, als dieselbe; auch sind sAmmUiche grössten Drei- 
ecke ahc dieser sweiten Ellipse umschrieben, und swar sind sie die kleinsten 
ihr umschriebenen Dreiecke, indem die Seiten derselben in ihren Mitten be- 
rührt werden, so dass also ml sugleich der Ort der Mitten der Seiten aller 
gröbsten Dreiecke in w^ ist; und umgekehrt: 

Zieht man durch die Mitte h irgend eines Halbmessers md der gege- 
benen Ellipse w^ swei ihren Axen parallele Gerade und denkt sich die gleich- 
seitige Hyperbel A% welche dieselben su Asymptoten und jenen Halbmesser 
sum Durchmesser hat, so schneidet sie die Ellipse, ausser im Punkte d alle- 
mal noch in den Ecken abc eines derselben eingeschriebenen grössten Drei- 
eck os. Hieraus ist ersichtlich, auf welche Weise su jedem gegebenen Punkte 
ff odor 1/ das demselben im obigen Sinne sugehörige Dreieck abc bestimmt, 
und SU flnden ist. 

Jeder Punkt x in der gegebenen Ellipse m^ ist einerseits Ecke eines 
alnilgen grössten Dreieckes, und andrerseits ist er je einmal d oder d im 
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<ibigen Sinne genommen^ d. b. er ist der vierte Fusspunkt ^ zu den EJcken 
ehe eines bestimmten grössten Dreieckes und er liegt (als d) mit den Ecken 
eines bestimmten anderen grössten Dreieckes in einem Kreise: Die Normale 
d^ Ellipse im Punkte x schneidet in der Tbat den Ort der Höhenpunkte der 
Dreiecke abc, welcher eine Ellipse (m,) ist, in zwei Punkten p^ welche den 
zwei verschiedenen Umständen x = S und x = d beziehlich entsprechen. 

Die der Ellipse m^ eingeschriebenen grössten Dreiecke sind zu vier 
und vier einander congruent. Die Mittelpunkte der vier solchen Dreiecken 
entsprechenden gleichseitigen Hyperbeln sind die Ecken eines der Ellipse m^ 
eingeschriebenen Rechtecks, dessen Seiten auf den Asymptoten der vier 
Hyperbeln liegen. Wenn insbesondere eine Ecke des Dreiecks abc in einen 
Axenscheitel der Ellipse m^ fällt, so fallen die vier Dreiecke paarweise zu- 
sammen, so dass nur zwei gleiche Gegendreiecke stattfinden, und dabei geht 
die, dem einen oder dem anderen derselben zugehörige gleichseitige Hyperbel 
in zwei Gerade, ihre Asymptoten, über. 

Anmerkung. Man vergleiche mit den Sätzen dieses und des vorigen 
Paragraphen: dieses Journal Bd. 30, ^Lehrsätze und Aufgaben^ No. 6. Bd. 32, 
„Sätze über Curven zweiter und dritter Ordnung^ No. 1 und Bd. 49, „üeber 
algebraische Curven und Flächen'* I, 3. 

IV. 

So weit die obigen Sätze die gleichseitige Hyperbel betreffen, lassen 
sich aus ihnen folgende, etwas allgemeinere ableiten: 

Der durch flie Endpunkte irgend eines Halbmessers etwa me der ge- 
gebenen Ellipse m^ und durch die Ecken irgend eines derselben eingeschrie- 
benen grössten Dreieckes abc bestimmte Kegelschnitt ist jedesmal eine solche 
Hyperbel, deren Asymptoten je einem Paar conjugirter Durchmesser der El- 
lipse parallel sind, und welche allemal jenen Halbmesser zum Durchmesser 
und somit dessen Mitte h zum Mittelpunkt hat. Verbindet man in diesem Sinne 
nach einander alle grössten Dreiecke mit demselben Halbmesser me, so ent- 
steht eine Schaar concentrischer Hyperbeln, die me zum gemeinsamen Durch- 
messer haben, und deren Asymptoten respective den gesammten Paaren con- 
jugirter Durchmesser der Ellipse parallel sind. Und werden alle Halbmesser 
mit demselben Dreieck abc verbunden, so entsteht ein Büschel von Hyperbeln, 
welche die vier Punkte abcm gemein haben, und deren Mittelpunkte in der 
Ellipse m] liegen, mit deren conjugirten Durchmessern ihre Asymptoten be- 
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ziehtich parallel sind. Umgekehrt: Zieht man durch die Mitte h eines be^ 
liebigen Halbmessers me der gegebenen Ellipse mit irgend einem Paar cob- 
jugirter Durchmesser derselben zwei Gerade parallel und sieht dieselben als 
Asymptoten einer durch die Endpunkte des Halbmessers gehenden Hyperbel 
an, so schneidet dieselbe die Ellipse ausser im Punkte e allemal noch in den 
Ecken eines ihr eingeschriebenen grössten Dreieckes abe; werden die Asympto- 
ten nach einander allen Paaren conjugirter Durchmesser parallel angenommen, 
so erhalt man alle grössten Dreiecke, jedes einmal, aber nur einmal. 

Alle durch die Ecken und den Schwerpunkt m eines beliebigen ge- 
gebenen Dreieckes gehenden Kegelschnitte sind Hyperbeln; ihre Mittelpunkte 
liegen in derjenigen Ellipse m]^ welche durch die Mitten der drei Seiten geht 
und den Schwerpunkt zum Mittelpunkt hat, und ihre Asymptoten sind einzeln 
den verschiedenen Paaren conjugirter Durchmesser dieser Ellipse parallel. 



V. 

Für den besonderen Fall, wo die gegebene Ellipse m^ in einen Kreis 
übergeht, wobei alle grössten Dreiecke gleichseitig und congruent sind, modi- 
ficiren sich einige der vorstehenden Sätze. 

Ein gegebener Kreis m^ wird von jeder gleichseitigen Hyperbel h^, 
welche irgend einen Radius me desselben zum Durchmesser hat, allemal in 
den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks abe geschnitten; oder: die Ecken 
jedes dem Kreise eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks liegen mit den End- 
punkten me jedes beliebigen Radius desselben in einer gleichseitigen Hyperbel, 
welche den Radius zum Durchmesser hat. Und umgekehrt: zieht man in einer 
gegebenen gleichseitigen Hyperbel irgend einen Durchmesser me und beschreibt 
mit demselben um einen seiner Endpunkte m einen Kreis m^^ so schneidet 
dieser die Hyperbel ausser im Punkte e allemal noch in den Ecken eines 
gleichseitigen Dreieckes, welches den Punkt m zum Schwerpunkt hat. 

Von den drei Ecken jedes der gleichseitigen Hyperbel eingeschriebenen 
gleichseitigen Dreiecks liegen immer zwei mit dem Schwerpunkte m im näm- 
lichen Hyperbel zweig, und die dritte Ecke und der Punkt e liegen im an- 
deren Zweig. 

Jeder in der gegebenen Hyperbel beliebig gewählte Punkt x ist: 

1) Der Schwerpunkt von nur einem einzigen eingeschriebenen gleich- 
seitigen Dreieck; 
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2) ist er nur einmal Punkt e^ d. h. er liegt mit den Ecken nur eines 
einzigen solchen Dreiecks in einem Kreise. 

Dagegen ist er 

3) Ecke von drei verschiedenen solchen Dreiecken, und zwar liegt 
beim einen Dreieck der Schwerpunkt m (und noch eine andere Ecke) mit ihm 
im nämlichen Zweige, wogegen bei den beiden anderen Dreiecken der Punkt 
e mit ihm im gleichen Zweige der Hyperbel liegt. 

Die drei Dreiecke des letzten Falls sind elementar zu bestimmen; 
nSmlich ihre drei Schwerpunkte m liegen mit dem andern Endpunkt Xi des 
durch X gehenden Hyperbeldurchmessers zusammen in einem Kreise, dessen 
JMittelpunkt lU in diesem Durchmesser aroTi so liegt, dass Xi/a ^ j^XiX. Daraus 
ist leicht zu sehen, dass die beiden letzten Dreiecke imagindr werden, wenn 
der Punkt x in einem bestimmt begrdnzten Bogen des einen oder des anderen 
Hyperbelzweiges liegt; diese Bogen werden durch die Scheitel gehdlftet und 
ffir ihre Endpunkte berührt der genannte Hälfskreis .u^ den zugehörigen Hy* 
perbelzweig. 

VI 

Hält man rücksichtlich der anfänglich betrachteten drei Geraden oder 
Durchmesser aa, b(iy cy etwa die drei Endpunkte abc in ihrer Lage fest, 
während der Mittelpunkt m sich immer weiter, und zuletzt ins Unendliche 
entfernt, wobei zugleich auch die drei anderen Endpunkte a(iy der Durchmesser 
ins Unendliche fallen, die Durchmesser parallel werden und der Kegelschnitt 
m^ in eine Parabel äbergeht, so bleibt noch von den dortigen vier Kreisen 
abc^ aßy^ bya, caß nur der erst^ als eigentlicher Kreis bestehen, wogegen 
jeder der drei anderen in zwei Gerade zerfällt^ wovon die eine ganz im Un- 
endlichen liegt, die andere aber durch den ihr zugehörigen der Punkte abc 
geht, und zwar schneiden sich diese drei Geraden mit dem Kreise abc zu- 
sammen in einem Punkte d der Parabel. Die drei Geraden ad, bd, cd als 
Repraesentanten der drei Kreise haben die Eigenschaft (und sind dadurch be- 
stimmt), dass sie die Durchmesser unter gleichen Winkeln schneiden wie die 
ihnen beziehlich gegenäberliegenden Seiten des Dreiecks abc, d. h. dass die 
Gerade ad und die Seite bc mit jedem Durchmesser ein gleichschenkliges 
Dreieck bilden, dessen Grundlinie im letztern liegt, ebenso bd und ac, cd und 
ab. Daher ist von den zwei Strahlen, welche die Winkel zwischen jeder 
Geraden und ihrer Gegenseite hälflen, der eine zu den Durchmessern senk- 
recht, und der andere denselben parallel. Daraus ergeben sich folgende Sätze: 

31» 
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Nimmt man in einer gegebenen Parabel irgend ein Dreieck abc an^ 
und zieht durch dessen Ecken drei Gerade ad, bd, cd so, dass sie und die 
resp. Gegenseiten bc, ac, ab mit den Parabeldurchmessern gleiche Gegen- 
winkel bilden, so treffen sich die drei Geraden jedesmal in irgend einem 
Punkte d der Parabel, durch welchen zugleich auch der dem Dreiecke abe 
umschriebene Kreis geht. Durch Umkehrung folgt: 

Liegen die Ecken eines vollständigen Vierecks abcd in einem Kreise, 
so sind von den drei festen Paaren von Strahlen, welche die Winkel zwischen 
den drei Paar Gegenseiten hälflen« drei und drei parallel, und zwar sind sie 
beziehlich den Axen (oder Durchmessern) der dem Viereck umschriebenen 
beiden Parabeln parallel, so dass also diese Axen zu einander senkrecht sind 
wie jedes Strahlenpaar. Ferner findet noch ein bemerkenswerther Umstand 
statt: dass die beiden Parabelaxen einander im Schwerpunkt der vier Ecken 
des Vierecks schneiden; oder: der Schwerpunkt der je vier Punkte, welche 
eine gegebene Parabel mit irgend einem Kreise gemein hat, fällt immer in 
die Parabelaxe. Auch wenn von den vier Punkten zwei, oder alle vier 
imaginär sind, besteht der Satz gleicherweise; der Schwerpunkt bleibt reell 
und ist geometrisch zu bestimmen. Insbesondere folgt daraus: 

Osculirt ein Kreis die Parabel im Punkte a und schneidet sie nächst- 
dem im Punkte by so wird die Sehne ab von der Parabelaxe stets im ersten 
Viertelspunkte e von a aus geschnitten, so dass ae^^eb ist; oder: 

Zieht man von einem beliebigen Punkte a der Parabel diejenige Sehne 
ab, welche die Axe unter gleichem Winkel schneidet, wie die zugehörige 
Tangente, so ist die Sehne allemal viermal so lang, als die bis an die Axe 
genommene Tangente, oder, so wird die Sehne von der Axe im ersten Vier- 
telspunkte geschnitten. Es folgt weiter: 

Befindet sich unter den Gliedern eines Kegelschnittbüschels ein Kreis, 
mögen äbrigens von den Grundpunkten des Bäschels alle vier, oder nur zwei, 
oder gar keiner reell sein, so sind die Axen sämmtlicher Kegelschnitte in 
zwei Abtheilungen parallel, und zwar beziehlich den Axen der zwei zum 
Bäschel gehörigen Parabeln parallel; und die Mittelpunkte aller Kegelschnitte 
liegen in einer gleichseitigen Hyperbel, welche die Axen der beiden Parabeln 
zu Asymptoten hat. Sind alle vier Grundpunkte reell, so sind die drei Paar 
Gegenseiten des durch sie bestimmten Vierecks als specielle Glieder des 
Bäschels anzusehen, so wie die ihre Winkel hälftenden Strahlen als ihre 
Axen, was mit dem Vorstehenden stimmt; die Gegenseiten heissen conjugirte 
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gemeinschaftliche Sehnen der Kegelschnitte; sind zwei oder vier Grundpunkte 
imagindr^ so bleibt immer ein Paar conjugirter Sehnen reell. 

Sind ab und cd ein Paar conjugirter gemeinschaftlicher Sehnen eines 
Kreises und irgend eines anderen Kegelschnittes, so bilden sie mit jeder Axe 
des letzteren ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Grundlinie in der Axe 
liegt; und denkt man sich den ganzen Kreisbfischel, welcher mit dem Kegel- 
schnitt die erste Sehne a6 gemein hat, so müssen demzufolge alle zweiten 
Sehnen cd unter sich parallel sein, was der oben citirte Satz von Poncelet 
ist. Wenn insbesondere ab Tangente des Kegelschnitts ist, diesen etwa in a 
berührt, so ist es danach leicht unter den Kreisen denjenigen zu bestimmen, 
welcher den Kegelschnitt in a osculirt; nämlich man zieht aus a diejenige 
Sehne c^d, welche die eine oder die andere Axe des Kegelschnitts unter 
gleichem Winkel schneidet wie die Tangente, so liegt ihr anderer Endpunkt 
d im verlangten Kreise. 

VII. 

Die bisherige Betrachtung ist nur ein interessanter specieller Fall einer 
allgemeinen Auffassung, welche hier kurz angedeutet werden mag. Nämlich 
zunächst bleiben alle jSätze unverändert^ wenn die Kreise durch irgend welche 
ähnliche und ähnlich gelegene Kegelschnitte ersetzt werden. Sodann ist auch 
dies nur ein specieller Fall der folgenden Betrachtung: 

Zieht man in einer Ebene durch einen Punkt m drei Gerade aa^ bß^ cy 
beliebig, schneidet dieselben mit einer vierten Geraden M beziehlich in den 
Punkten abc, und bestimmt sodann ihre Endpunkte a und a, b und fi, c und y 
so, dass die je vier Punkte amaa, ftm/ib, cvxyz harmonisch sind, (gleichviel 
ob m oder a zwischen a und a etc. liege) so liegen die sechs Endpunkte 
allemal in irgend einem Kegelschnitte abcaßy = tnr , in Bezug auf welchen 
der Punkt m und die Gerade M sich als Pol und Polare entsprechen. Und 
ferner: Wählt man auf der Geraden M ein Paar Punkte r und s beliebig, 
jedoch beide reell oder beide imaginär, so schneiden sich sowohl die vier 
Kegelschnitte reabc^ rsaßy, rsbya^ rscafi in einem Punkte d als auch die vier 
Kegelschnitte rsaßy^ rsabc, reßctt, rsyab in einem Punkte d^ und beide Punkte 
liegen im vorgenannten Kegelschnitt m% und die durch sie gelegte Gerade 
dö geht durch den Punkt m, und wird von der Geraden M in einem Punkte 
t so geschnitten, dass dm&t vier harmonische Punkte sind. Und umgekehrt: 

Sind in einer Ebene ein Kegelschnitt m^ und irgend zwei Punkte r und t 
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ui*t maa jöeftt iutk itm Pol m 4er durch die Punkte gehenden 
*^-»mieii r, ur^ >ttieötaR Smom mm. il e/ des Kegelschnitts, legt sodann 
;« -iRi EMfodc* venchMeaer Sehwa und durch die zwei gege- 
Pvuce -snea K^seesäcniut. wa» ui Gaaiea acht Kegelschnitte giebt, so 
ätra cLtfäicÜM» n vier md rier ui zwei Ponkten d und d^ welche 
äaevifiscuufee itmutm md zwar die Endpunkte einer vierten 
•ufvssicilMS P^ii 31 jptmmmmmm, Sehae 9hL Vob solchen vier Sehnen ist 
mmt ^eicamrmtnßn 4Brsi m la im r ^ m dnei hcstÜBBt 

i>tf-si!r Saa jieia äiÄ hkä nitfkrfiack iBkehren and anders aussprechen, 
mm psmimn wie jur attsämiamsmT^ m L zahlreiche Folgerungen. 

Btnmw jum z. ft. iKiaimadkc Kcasefechutteii nor die beiden rs(Bbc=A^ 
■Mft ritfKr = iP« mn ji» dKa Faiffa r äch aaderiL während die Sehnen 
mm, hT sww <ätt xQpHWsn EkaKsfie fest bleiben« so kann man sagen: 
MUm srmm i.f&isc!unit^ jt. F ihfiieUkk darrh nmb^ naß und zudem beide 
Mca Mr.-!i r;!9iM :fuiifa P^mii:: c m$ ygge Waea Kegelsehnittes m^, so liegt 
4«in hr ^^iff-tfr Sdiuitpiunu i idfc^ öt diesea Kegelschnitt. Oder: Jeder 
awii <Mir 4^*mw iM^wscflidt > jicinndet dea gegebenen Kegelschnitt m^ 
m zw« ;^iii.*aifaL Pu«:im c a»! i. w«khe aul den vier Punkten rgaß in 
li4fMSi»idt P JM f am> fta aber Teraiöge der erwähnten bar- 
IM Shmb» a^ aarf mii sowohl ab oii und ba sich auf 
MC ^Mmllm V ' '^ iMaiMwa «cwa beneUich in den Punkten p und q, 

m i^an mm aanfc ^aipm: 

>^^^ ^ ja^ r^ > la« >\ a larf f itte dm Paar Gegenecken irgend 
4«tt^ ,Cif!CMMM >i*nl:^aai«nE!M \wrwte. aad auui aiamt in einer der drei 
Ti^cnwiTif ^^^^ ^ «^ <^^ P>aHb^ ra wiUkiriicb an, so haben die drei 
X imv^ ^8^. •«^>^ i*^"- ^ «^ ««* *^ *^ Vierecke naß, nba, abaß 
Ihr S^irftteotai«. Ä^ >Mtr »»« kwrtBÄbaitte. die je zweien derselben be- 
wOiK^ zate^^^nM^ ^4M^ >*rt Ä <^« ^ukbea aeaea Punkten c und d schneiden, 
4H^>^ «^v^ Alt*«* M*.^ «r M<a Afittea Viereck umschriebener Kegel- 
>^,ia.ii v^ >wr vii«s. »wr iwt ttea Viewckea resp. umschriebene und 
4»»>^ iv#«* ^*ö^ <^r^?^ll^« 1^«*^ ^ ^eiide Kegelschnitte, immer noch 
,,u^^t K>»tiii»*H« «ä«K^ r^üAt d pm^ haben. Oder, was im Grunde 
^^^j^j^^jk: «a fc» #ä Wu^öi*« l^wievi «1^ gegeben, und man bestimmt in 
^^^ 5k^«*M ^i^-*NlMa ^^« Ä atc aad «* in jeder irgend ein Paar zu ihren 
y ^ ^ ^^^.>^ %^^.^^Ä^ äwwi^MWwW Paakte. resp. m. a und 6, ß, und nimmt 
a.. .iüi^ lUHn 5^Wit^ .^ ^ INwr r^iOi^* nr wiUkirlich aa. so haben die zwei- 
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mal drei Vierecke rsab^ rsaß^ abaß und rsaß, rsba^ abaß die nämliche ge^ 
nannte Eigenschaft. 

Wenn vorhin^ wo der Kegelschnitt m^ gegeben, die Sehne bß der 
8ehne aa unendlich nahe räckt, so folgt: 

Gehen zwei Kegelschnitte A^ und B^ durch die gegebenen Punkte r 
und s, so wie durch irgend einen Punkt c des gegebenen Kegelschnittes m^, 
und berühren sie diesen beziehlich in den Endpunkten a, a irgend einer 
durch den Pol m der Geraden rs gehenden Sehne cuz^ so fällt ihr vierter 
Schnittpunkt d stets in den gegebenen Kegelschnitt. Da die Tangenten in den 
Berührungspunkten a, a sich, in irgend einem Punkte p }uf der gegebenen 
Geraden rs treffen, so folgt umgekehrt: 

Sind zwei beliebige Kegelschnitte A^y B^ gegeben, und man legt ans 
irgend einem Punkte p eine ihrer gemeinschaftlichen Sehnen, etwa rs^ an 
jeden eine Tangente, die sie beziehlich in den Punkten a und a berühren, 
so giebt es allemal einen dritten Kegelschnitt m^, welcher sie in denselben 
Punkten berührt, und zudem durch ihre anderen beiden gemeinschaftlichen 
Punkte c und d geht. 

Wenn im obigen Falle die drei durch dep Pol m gehenden Sehnen 
aa^ bß, cy des gegebenen Kegelschnitts m^ einander unendlich nahe rücken^ 
80 dass die Endpunkte b und c als mit a, ß und y als mit a vereint anzu- 
sehen, so wird der Kegelschnitt m^ von dem Kegelschnitte J^ osculirt, und 
vom Kegelschnitte B^ in a berührt, und in a geschnitten, und nebstdem gehen 
alle Kegelschnitte noch durch einen und denselben Punkt d. Hieraus ergiebt 
sich die Lösung der Aufgabe : Sind ein Kegelschnitt m^, in demselben irgend 
ein Punkt a und nebstdem zwei beliebige Punkte r, s gegeben, so soll der- 
jenige Kegelschnitt J^ gefunden werden, welcher durch die drei Punkte geht, 
und im ersten Punkte den gegebenen Kegelschnitt osculirt. Nämlich man 
eonstruirt zuerst den der Geraden rs in Bezug auf den Kegelschnitt ent- 
sprechenden Pol m, zieht durch ihn aus dem gegebenen Punkte a die Sehne 
aa, legt sodann durch rsaa denjenigen Kegelschnitt £\ welcher den gege- 
benen in a berührt, so wird er ihn noch in irgend einem andern Punkte d 
schneiden ; endlich legt man durch d und rsa denjenigen Kegelschnitt, welcher 
den gegebenen in a berührt, so osculirt er ihn daselbst und ist der verlangte 
Kegelschnitt A^, (Der Punkt d kann übrigens noch einfacher gefunden wer- 
den, indem man die Geraden ra, sa zieht, die den Kegelschnitt n^ zum 
zweiten Male, etwa in e, f schneiden, ferner die Gerade ef, die der €reraden 
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re etwa in q begebet, so triflFt die Gerade qa den Kegelschnitt m^ im 
Punkt rf.) 

Irgend drei Punkte a^ b^ c des gegebenen Kegelschnittes m^ und die 
Tangenten A, B, C in denselben bestimmen ein Paar zusammengehörige ein- 
und umschriebene Dreiecke abc und ai6,c, (= Dreiseit ABC\ deren einander- 
gegenäberstehende Seiten ab und C (=aj6j) ac und B, bc und A sich in drei 
Punkten u, v, w einer Geraden if schneiden, und durch deren entsprechende 
Ecken c und Cj^ b und 6|, a und a, drei sich in einem Punkte tn treffende 
Geraden U, V, W gehen, welche beziehlich die Polaren jener Punkte sind, 
so wie auch m der Pol der Geraden M ist. Die drei Geraden schneiden den 
Kegelschnitt zum zweiten Mal in drei Punkten /, (i^ a, welche mit den zu- 
gehörigen Tangenten gleicherweise ein Paar zusammengehörige Dreiecke aßy, 
aißi^i bestimmen, deren entsprechende Seiten sich in denselben Punkten «, 
r^ w auf der Geraden M schneiden, und deren entsprechende Ecken in den 
nämlichen durch den Punkt m gehenden drei Geraden U, V, W liegen. 

Auf diese Weise gehört also zu jedem dem Kegelschnitt n^ einge- 
schriebenen Dreieck abc ein bestimmter Pol m nebst dessen Polaren M^ aber 
nicht umgekehrt, denn sind tn und M gegeben, so gehören sie in diesem Sinne 
nicht allein zu dem einen Dreieck ahc und seinem Gegendreieck oißy (nebst 
den zugehörigen umschriebenen Dreiecken a^byC^^ ^i/^iP^i)? sondern sie gehö- 
ren zugleich zu unendlich vielen solchen Dreieckspaaren, welche insgesammt 
folgende Eigenschaften haben: 

Zu jedem Pol m und zu seiner Polaren M räcksichtlich des gegebe- 
nen Kegelschnitts n^ gehören im angegebenen Sinne eine Schaar dem Kegel- 
schnitte eingeschriebener Dreiecke abc, jeder Punkt des Kegelschnittes ist Ecke 
eines solchen Dreieckes, aber nur eines einzigen. Die sfimmtlichen Dreiecke 
sind zugleich einem bestimmten anderen Kegelschnitte i»i umschrieben, welcher 
den gegebenen in zwei auf der Geraden U liegenden Punkten berührt, so 
dass diese Gerade die^ (reelle oder ideelle) Berüfarungssehne beider Kegel- 
schnitte ist. Liegt der Pol m innerhalb des gegebenen Kegelschnittes, so sind 
die Berähningspunkte imaginär, also M die ideelle Berflhrungssehne der Kegel- 
schnitte, aber in diesem Falle sind alle Theile jedes Dreieckes reell; liegt 
hingegen der Pol m ausserhalb der Kegelschnitte, so berflhren sich diese reell, 
und if schneidet sie in beiden Berührungspunkten, aber alsdann ist von jedem 
Dreieck nur eine Ecke und deren Gegenseite reell, dagegen die andern Ecken 
und Seiten imaginär. (Hieraus folgt noch fär die Hyperbel, dass bei den ihr 
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«i^eschriebeneD Dreiecken vom grössten Inhalt gleicber weise nur je eine Ecke 
md deren Gegenseite reell, dagegen die zwei andern Ecken und Seiten ima^ 
.giitAr sind. Die reellen Seiten berähren sämmtlich eine zweite Hyperbel, 
wriehe die gegebene nmschliesst , mit ihr die Asymptoten gemein, aber nur 
halb so grosse Axen als dieselbe hat.) Die Seiten jedes Dreiecks ab, ac, be 
werden von dem zweiten Kegelschnitt m] in denjenigen Punkten tf^, «i, Wi 
baNihrt, in welchen sie von den correspondirenden Geraden U, V, W geschnit- 
ten werden, so dass also der Berühningspunkt jeder Seite und ihr Schnitt mit 
der Geraden M zu ihren Endpunkten zugeordnet harmonisch sind, d. h. uauiby 
9m»iCy wbWiC sind je vier harmonische Punkte; oder die Berftbrungspunkte 
sind auch in den Geraden U, F, W harmonisch bestimmt, nftmlich werden 
diese von der Geraden M in c, B, a geschnitten, so sind cmvj^^ Bm^j/?^ amwia 
je vier harmonische Punkte. Die den Dreiecken abc zugehörigen umschrie- 
besen Dreiecke aibiCi sind insgesammt einem dritten Kegelschnitt m^ einge- 
schrieben, welcher sich mit den beiden ersten in den nämlichen zwei Punkten 
atrf der Geraden M berührt. 

Nach diesen Angaben ist nunmehr dasjenige Dreiedc abc, welches 
einen gegebenen Punkt, etwa a zur Ecke hat, leicht zu finden. Nämlich man 
legt in a an den gegebenen Kegelschnitt m^ die Tangente Ay construirt zu 
thram Schnittpunkte w mit der gegebenen Geraden M die Polare W, welche 
terch den Pol m geht, den Kegelschnitt zum zweiten Male in a nnd die Ge-- 
rade M in a schneidet, sucht sodann zu den drei Punkt ama den vierten, a 
zugeordneten harmonischen Punkt tOi^ so schneidet die Gerade wwi den Ke** 
gekchnitt in den beiden andern Ecken bc des verlangten Dreiecks. 

VIII. 

Wählt man in der gegebenen Geraden M zwei Punkte r^ s beliebig, 
80 bestimmen sie mit den Ecken jedes der genannten Dreied^e abe je einen 
Kegelschnitt (/>^), welcher den gegebenen Kegelschnitt m^ noch in einem vier*- 
ten Punkte d schneidet, und sodann giebt es allemal drei Kegelschnitte A^^ 
B?^ C^^ welche sämmtlich durch die drei Punkte r9d gehen und einzeln den 
gegebenen Kegelschnilt in den Ecken des Dreiecks a6c osculiren. Oder: 
Fixirt man eines der genannten Dreiecke abc nebst irgend einem vierten 
Punkte d des gegebenen Kegelschnitts m\ so jsichneiden die drei Kegelschnitt- 
büschel B(A^)^ S{B^)^ ^{^)'i welche durch d gehen, und den gegebeneD 
Kegelschnitt beziehlich in a, b, c osculiren, die gegebene Gerade itf im näm^ 
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f^^i^s±m lartteiMi . i, k. dmreh die Punkte r aud s, in welchen 
j* <uL GÜM «e« cäcs Aiscielä die Gerade M schneidet, geht auch je ein 
Gi« 4HT >Mn aater« BiscicL urf im gleichen Punktsystem wird die Gerade. 
' :«*» mdk VIA ^Mi darck aBe rier Punkte abcd gehenden vierten Kegel- 
^tfäimfcwiräitt B D^^ fnchflites. 
Tau wEvkdM: 

Siiiii xsesiii eäi Kcieelschiiitl ai% in demselben irgend ein Punkt d^ und 
sMcsiiisflL iw«i mülkirfiefce Pinkte r, s gegeben, so giebt es im Allgemeinen 
insi rwiLf Keseiäckuar A\ B^n C, welche durch die drei Punkte gehen und 
itfft jpt a jgie i i tf aga CeaecisdkBitt einiein in drei Punkten a, b, c osculiren und 
rrnitc M^t^ Aese irti Funkle allemal mit den gegebenen in einem Kegel- 
^cttuae i^i fener sud die drei Osculationspunkte die Ecken eines dem ge- 
j üf j ee fr e s w i K««ekdmilte eingeschriebenen solchen Dreieckes abc, welches die 
^mii tiäe Pvikle n gehende Gerade Jf lur xugehörigen Polaren hat, so dass 
^Mie SfiUni «ad dBe Tangenten in den Gegenecken sich auf dieser Geraden 
^-luMtJett. Bkiben die Punkte rs fest, während der Punkt d den gegebenen 
K^^ü^isyiuutt m* dvtUinfU so entsteht eine Schaar Dreiecke abc, welche sämmt- 
Mti 4ie Gerade Jf inr Polaren haben und welche alle einem neuen Kegel- 
^^iMUtl fl^ wi;$cluielM»i sind, der den gegebenen Kegelschnitt in zwei auf der 
ti ^ tad if n Jf üffftNiden Panklen berührt. Dabei entspricht also jedem Punkt 
4 tim beäümmtes Dreieck mbt and auch umgekehrt. Aendern aber die Punkte 
r, « ilure Laye auf der festen Geradra Jf (wobei die Schaar der Dreiecke 
aav^rtadert Ueibi)« so entspricbl im Allgemeinen jedem Punkte d ein anderes 
l)n^^ n^r^ al$ luvor; bleibt insbesondere einem Punkte d dasselbe Dreieck 
eaksfr^'bend« s^^ Kndel dasselbe für alle statt, und zwar tritt dieser Fall 
dann ^in^ wenn das neue Punklenpaar mit dem ersten zu dem Punktsystem 
letliJiMrt^ in welcbem die Gerade Jf Ton dem KegelschnittbOschel B(D^) der 
durvb iry^Hid eiaea Punkt rf und die Ecken des ihm zuvor entsprechenden 
l^r^M^ !•♦*- K^W jce^^aittea wird. 

Sind di^ I^Mkl«' r^ « ud rf gegeben« so ist das entsprechende Dreieck 
4#|^^ in d^^^SM Kck^ der gt^st^bene Kegelschnitt m^ von den genannten drei 
K^^I^'biittlM 4\ l^> <^^ oscalirt wird, wie folgt zu bestimmen: Durch den 
)\4 w d^ l«<radM Jfv ^^' *^^^ ^^ ^^^ Gerade ifm, die den gegebenen 
Kiit^^^"^^^^ ^^ <^^ iw^t^ii Male m J und die Gerade if in b schneidet, 
im4 »^b^t a^ tbr den INHikt A so an^ dass imhd vier harmonische Punkte 
«M LJttuftr fWil^l * Nrt ^tMMd 11 dem oben erwihnten Kegelschnitte m]). 
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Ferner suche man auf der Geraden M dasjenige Paar Punkte x und y, welche 
einerseits zu den Punkten r^ $ zugeordnet harmonisch (also rxsy harmonisch) 
und andrerseits zugleich conjugirte Pole in Bezug auf den gegebenen Kegel- 
schnitt sind (so dass die Polare X von x durch y, und die Polare Y von y durch 
X geht), und ziehe sodann die Geraden hx und hy; so giebt es einen Kegel- 
schnitt k^j welcher diese Gerade in den Punkten x und y berührt, zudem 
durch die Punkte tn und d geht, und welcher den gegebeneu Kegelschnitt 
ausser in d in den Ecken des gesuchten Dreiecks abc schneidet. — Beachtet 
man in der Geraden M alle Paare conjugirter Pole x und y in Bezug auf 
den gegebenen Kegelschnitt m^ und zieht durch jedes Paar aus demselben 
Punkte h die Geraden hx und hy, denen je ein Kegelschnitt h^ entspricht, so 
entsteht eine Schaar Kegelschnitte A% welche die Punkte tn, ^ gemein haben, 
und welche den gegebenen Kegelschnitt einzeln in den Ecken der vorge- 
nannten Dreiecke schneiden. U. s. w. 

IX. 

Schliesslich ist zu bemerken, dass auch die vorstehende Betrachtung 
selbst nur ein specieller Fall einer allgemeinen ist, wobei statt des Kegel- 
schnittes und der Geraden eine Gurve dritten Grades mit einem Doppelpunkte 
zu Grunde gelegt wird. 

Einer Curve dritten Grades m^ welche einen Doppelpunkt ä hat, sind un- 
endlich viele vollständige Vierseite eingeschrieben, jede beliebige Gerade ist Seite 
eines solchen Vierseits, aber nur eines einzigen. Wir wollen jedes solches Vier- 
seit durch iS^, seine drei Paar Gegenecken durch a und a^ h und ß, c und y 
bezeichnen, und annehmen, es liegen die drei Ecken abcy aßy, bay^ caß in je 
einer Seite; alsdann enthält das Vierseit die vier Dreiecke aßy^ abc, ßca, yab. 
In den drei Ecken jedes solchen Dreiecks wird die Curve von irgend einem 
Kegelschnitte berührt; und umgekehrt, jeder der Curve eingeschriebene Ke- 
gelschnitt berührt sie in den Ecken eines solchen Dreiecks, und das zugehörige 
Vierseit S* ist dadurch bestimmt. Die zwei Tangenten der Curve in einem 
Paar Gegenecken je eines Vierseits treffen sich in irgend einem dritten Punkte 
der Curve; umgekehrt gehen durch jeden Punkt der Curve nur je zwei Tan- 
genten, welche sie anderwärts berühren, aber die beiden Berührungspunkte 
sind Gegenecken von unendlich vielen Vierseiten S*. 

Wählt man in der gegebenen Curve m^ zwei Puncte r, $ beliebig, 
legt durch sie und beziehlich die Ecken der vier Dreiecke aß^, abc, ßae, jH»b 
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lassen, wie dort. Der hier an die Spitze zu stellende Elenienfarsatz ist folgender: 
Sind in einer Ebene drei Paar parallele Gerade, A nnd ^, B and 8, 
C und (^ gegeben, wovon jedes Paar för sich betrachtet, von einem und dem- 
selben Punkte m gleich weit absteht, so berähren alle sechs Geraden irgend 
einen Kegelschnitt m\ welcher den Punkt m zum Mittelpunkt hat. Fasst man 
zunächst die vier Dreiseite ABC, ^9(S, £S2t, CS18 ins Auge, und bezeichnet 
jeden der vier Kreise, welche dem ersten eingeschrieben sind, durch £^% 
ebenso jeden der vier Kreise, welche den übrigen Dreiseiten eingeschrieben 
sind, durch K]^ Kl. Kl^ so hat jeder der vier Kreise /C^ mit dem Kegel- 
schnitte m^ ausser A, B, C noch eine vierte Tangente D gemein, und sodann 
berührt diese Tangente allemal zugleich noch je einen der vier Kreise aus 
jeder der drei übrigen Gruppen K]^ JKl, Kl^ so dass also von den vier 
Gruppen von Kreisen im Ganzra vier mal vier, aus jeder Gruppe je einer, 
eine gemeinschaftliche Tangente D haben, welche zugleich auch den Kegel- 
schnitt m^ berührt. Gleicherweise haben die den vier Dreiseiten 2[^@^, ^BC, 
SÖCAy (S.AB eingeschriebenen Gruppen von je vier Kreisen, zu vier und vier, 
je aus jeder Gruppe einer, eine gemeinschaftliche Tangente 2), die zugleidi 
auch den Kegelschnitt m^ berührt. Jeder der vier Tangenten D entspricht 
eine der vier Tangenten 2) in der Art, dass sie parallel sind, und gleichweit 
vom Punkte m abstehen. 

Um hiebei diejenigen Kreise anzugeben, welche sich in der Hinsicht 
entsprechen, dass sie eine Tangente D (oder 2)) gemein haben, dienen fol- 
gende Merkmale. 

Die einem Dreiseit eingeschriebenen vier Kreise unterscheiden sich 
in einen Innern und drei äussere, und die letztern unterscheiden sich näher 
dadurch, dass jeder unter einer bestimmten Seite liegt. 

Fixirt man nun irgend zwei der erstgenannten vier Dreiseite, etwa 
ABC und A^(i^ welche die Gerade A gemein haben, so entspricht in jedem 
derselben der unter der Seite A liegende Kreis dem Innern Kreis im andern 
Dreiseit, und sodann entsprechen sich die übrigen Kreise verwechselt, d. h. 
dem Kreise unter B entspricht der Kreis unter (S^ und der unter C entspricht 
dem unter 93. Diese Regel gilt gleicherweise für je zwei zusammengehörige 
Dreiseite. 

Oder: bezeichnet man für einen Augenblick bloss den innnern Kreis 
im Dreiseit ABC durch K^^ dagegen die unter den Seiten A^ B, C liegenden 
Kreise bezieblich durch A^, B^, C^, ferner ebenso den Innern Kreis im Drei- 
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seit ASß(i durch Ä'i und die unter den Seiten A, $, (S liegenden durch A]^ 
33?, (El, so haben die Kreise A' und K], K' und A], B' und S^ C^ und 35? 
je eine neue Tangente D mit dem Kegelschnitte m^ gemein. Und wenn man 
weiter auch die Kreise in den beiden Dreiseiten jBSIS und C218 gleicher- 
weise durch K], B], ^l, %l und K^j C^, ^l, 83 bezeichnet, so haben die 
je Tier Kreise K'A]mCl, K^A'^l(Sl, K^mS'iE], K^3ll^]C mit dem Ke- 
gelschnitt m^ eine Tangente D gemein. 

Dabei haben je zwei sich entsprechende Kreise irgend eine der sechs 
gegebenen Geraden ABCU^(E zur gemeinschaftlichen Tangente, und alsdann ist 
D allemal die derselben conjugirte gemeinschaftliche Tangente der Kreise, d. h. 
sie sind entweder die beiden äussern oder die beiden innern gemeinschaft- 
lichen Tangenten der letztern. Daher kann man im Einzelnen auch sagen: 

Haben zwei Dreiseite ABC und ^336 die Gerade A gemein, und 
sind ihre übrigen Seiten beziehlich parallel, also die Dreiseite ähnlich, und man 
legt an jedes der vier Kreispaare K^ und A]^ A^ und Ä^?, B^ und SJ, C^ und S31, 
wovon jedes A zur gemeinschaftlichen Tangente hat, die dieser Tangente 
conjugirte gemeinschaftliche Tangente D, was vier verschiedene Gerade D 
giebt, so berühren diese vier Gerade und die Seiten beider Dreiseite zusam- 
men irgend einen Kegelschnitt tn^, dessen Mittelpunkt tn in derjenigen Geraden 
liegt, welche die Gegenecken der Seite A in beiden Dreiseiten verbindet. 

XI. 

Die Folgerungen aus diesem Satze sind noch zahlreicher als diejenigen 
aus dem Satze in I. , es mögen aber von denselben nur wenige hier Platz finden. 

Sieht man den Kegelschnitt m^ als gegeben an, bezeichnet die Be- 
rührungspunkte der sechs Tangenten A%BSdC(& durch aabßcy und fasst etwa 
die beiden Dreiseite ABC und B^d ins Auge, deren Ecken beziehlich (hbiCi 
und b^cti^i heissen sollen, so sind zunächst folgende zwei Grenzffllle zu be- 
trachten : 

1) Bleiben die Tangenten A^ B fest, also auch die ihnen parallelen 
9, 33 während die Tangente C sich A nähert, bis sie auf dieselbe fällt, und 
gleichzeitig auch (S auf % so reduciren sich die Kreise fC, B^ beide auf die 
Ecke Ci, ebenso Äi^ Bl auf die Ecke /i, und die Kreise A^y C berühren 
beide die Tangente A nebst dem Kegelschnitte m^ im Punkte a^ und ebenso 
berühren die Kreise ^2, (S^ die Tangente 9[ und den Kegelschnitt im Punkte a. 
In diesem Falle sind aber die auf einander liegenden Seiten A und C, % und 
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(S nicht mehr zu unterscheiden, also auch nicht die unter ihnen liegenden 
Kreise A^ und C\ ^l und S2; indessen sind die letztem dadurch zu erkennen, 
dass je nachdem die beiden Berührungspunkte a, a auf gleichen oder auf ent- 
gegengesetzten Seiten der Tangente B liegen, dann auch die sich entsprechen- 
den Kreise J? und (S2, C^ und ^\ beziehlich auf gleicher oder auf entgegen- 
gesetzter Seite in Rücksicht der parallelen Tangenten A, Sl liegen; und zwar 
findet das Eine oder das Andere statt, je nachdem der Kegelschnitt Ellipse 
oder Hyperbel ist. 

2) Bleiben dagegen die Tangenten A, C fest, also auch ^, (§^, während 
die Tangente B sich der A nähert, bis sie mit ihr zusammenfällt, so reducirt 
sich jeder der Kreise Ä^, C auf die Ecke 6^, und die Kreise A^, B^ be- 
rühren beide die Tangente A und den Kegelschnitt im Punkte a; zugleich 
werden andrerseits die Kreise IB2, %\ unendlich gross, und die Kreise IQ^ 
(£2 einander gleich. Auch in diesem Falle sind weder die Kreise A^ und E^ 
noch Ki und ^\ zu unterscheiden, indessen sind die sich entsprechenden 
Kreise B^ und £^2% A und (S^ dadurch bestimmt, dass sie in Bezug auf die 
sich kreuzenden Geraden A und C, % und S entweder in einander entspre- 
chenden oder nicht entsprechenden Winkeln {AC) und (Sl(£), oder wofern die 
Winkel nicht gerade Rechte sind, in gleichen oder ungleichen Winkeln liegen, 
je nachdem der Berührungspunkt a rflcksichtlich des Parallelogramms ACWi 
beziehlich in der eigentlichen Seite A oder in ihrer Verlängerung liegt, oder 
je nachdem der Kegelschnitt n^ Ellipse oder Hyperbel ist. 

Also auch umgekehrt: 

l*") Legt man an einen gegebenen Kegelschnitt m^ irgend zwei pa- 
rallele Tangenten A^ 91, so wie eine beliebigo dritte Tangente By berühren 
ihn die erstem in den Punkten a und a, und man beschreibt diejenigett vier 
Kreise, ^ und C% SI2 imd £^, wovon die zwei ersten die A im Punkte a^ 
die zwei andern die ^ im Punkte a, und zudem alle vier die B berühren, 
so hat, bei gehöriger Annahme, jedes der beiden Kreispaare A^ und S29 C^ 
und 3(2 mit dem Kegelschnitte eine neue Tangente D gemein, wofern jedes 
Paar, in Rücksicht der parallelen Tangenten A und 91 entweder gleichliegend 
oder ungleichliegend isl, je nachdem die Punkte a und a beziehlich auf gleichen 
oder auf verschiedenen Seiten der Tangente B liegen. — Oder: Sind zwei 
parallele Gerade A und 91, in jeder irgend ein Punkt a und a, so wie eine 
sie schneidende beliebige dritte Gerade B gegeben, und man beschreibt die- 
jenigen vier Kreise, von denen zwei die A im Punkte a, die zwei andera 
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die 91 im Punkte a und zudem alle vier die Gerade B berühren^ und legt 
sodann, je nachdem die Punkte a, a auf gleicher oder auf verschiedenen 
Seiten von B liegen, beziehlich an je zwei auf gleicher oder auf ungleichen 
Seiten der Parallelen A, 9 liegenden nicht zusammengehörigen Kreise die 
der B conjugirte gemeinschaftliche Tangente D^ was zwei D giebt, so giebt 
es allemal irgend einen Kegelschnitt m^, welcher A und ^ in den gegebenen 
Punkten a und a, und nebstdem auch B so wie die beiden D berührt. — 
Oder: Legt man an zwei gegebene Kreise (etwa A^^ (S?) ein paar conjugirte 
gemeinschaftliche Tangenten B und D, so wie irgend ein Paar parallele Tan- 
genten A und K, an jeden eine, die sie in den Punkten a und a berühren, 
so giebt es jedesmal einen Kegelschnitt, welcher die Kreise in diesen Punkten 
a^ a und nebstdem auch die beiden gemeinschaftlichen Tangenten berührt. 

2"") Ist einem gegebenen Kegelschnitte irgend ein Parallelogramm 
ACä^ umschrieben, ist a der Berührungspunkt der Seite A, und man be- 
schreibt diejenigen zwei Kreise A^ und B^, welche A im Punkte a und zu- 
dem auch C berühren, so wie ferner diejenigen zwei Kreise K2 und ^l^ 
welche die drei Seiten A^^ berühren, so hat jedes der beiden Kreispaare 
A^ und @2 9 ^ und K2 mit dem Kegelschnitte eine neue Tangente D gemein, 
wofern nSmlich diese Paare rücksichtlich der sich kreuzenden Geraden A und 
C, Sl und (S in einander entsprechenden oder nicht entsprechenden Winkeln 
liegen, d. h. jenachdem der Kegelschnitt beziehlich Ellipse oder Hyperbel ist. — 
Auch dieser Satz kann noch auf zwei Arten umgekehrt werden, wie der vorige. 

XII. 

Lässt man nun weiter im ersten Falle (1) oder 1'')) die Tangente B der 
festen Tangente A sich nähern, bis sie mit ihr zusammenfällt, so reducirt sich 
auch noch einer der Kreise A^ oder C, etwa C^ auf den Punkt a, wogegen 
der andere A^ den Kegelschnitt in diesem Punkte osculirt; zugleich wird der 
dem Kreise C^ entsprechende Kreis ^^ unendlich gross, nfimlich er zerffillt 
in die Geraden Sl und 6^, während der Kreis S^ immerhin, wie zuvor, die 
Tangente 31 sammt dem Kegelschnitt im Punkte a berührt; dabei behalten die 
Kreise A^ und S^ mit dem Kegelschnitte die vorgenannte Tangente D gemein. 
Daraus ergiebt sich also ein dem obigen analoges Verfahren, den Krümmungs- 
kreis des Kegelschnittes in irgend einem gegebenen Punkte a desselben zu 
finden. Nämlich: man lege im gegebenen Punkt a und im anderen Endpunkt 
a des durch ihn gehenden Durchmessers Tangenten A, 9 an den Kegelschnitt, 
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beschreibe hierauf den Kreis, welcher die Tangente ^ im Punkte a und zu- 
gleich auch die Tangente A berührt, so hat derselbe noch irgend eine vierte 
Tangente D mit dem Kegelschnitte gemein^ und beschreibe sodann denjenigen 
Kreis, welcher die Tangente D und nebstdem die Gerade A im Punkte a 
berährt, so osculirt er hier den Kegelschnitt, und ist der verlangte Krüm- 
mungskreis. 

Und umgekehrt: Sind A und D zwei conjugirte gemeinschaftliche 
Tangenten zweier gegebenen Kreise A^ und 9% berührt A den ersten Kreis 
in a, und man legt an den zweiten Kreis die mit A parallele Tangente^ 
welche ihn in a berührt^ und beschreibt sodann den Kegelschnitt^ welcher die 
Kreise in den genannten Punkten a, a und zudem auch noch die Gerade D 
berührt, so osculirt derselbe den Kreis A^ im Punkte a. Der Kegelschnitt 
ist Ellipse oder Hyperbel, je nachdem A und D Äussere oder innere gemein- 
schaftliche Tangenten der Kreise sind. 

. XIII. 

Einem beliebigen Kegelschnitte können insbesondere solche Dreiecke 
umschrieben sein, deren Seiten von ihm und von drei dem Dreieck einge- 
schriebenen Kreisen in den nämlichen Punkten berührt werden. Und ist um- 
gekehrt ein beliebiges Dreiseit gegeben, so giebt es vier ihm eingeschriebene 
Kegelschnitte, welche seine Seiten mit je drei der ihm eingeschriebenen vier 
Kreise in den gleichen Punkten berühren. Behalten wir die vorige B.e- 
zeichnung der vier Kreise, die einem beliebigen Dreiseit ABC eingeschrieben 
sind, in gleichem Sinne rücksichtlich ihrer Lage bei und nehmen an, 

es werden die Seiten ABC 

vom Kreise FC in den Punkten k k^ k^ 

-^^-- - a Ol €h 

- Ä^ - - - 6 6, 6, 

C^-- - CC1C2 berührt, 

so berührt sie ein Kegelschnitt E^ in den Punkten a bi C2 

Ä^ - - - k c, b2 

fl?-- -, c kl 02 

- - H2 - - - 6 ai A^, 

und zwar ist von diesen vier Kegelschnitten, wie schon durch ihre Bezeich- 
nung angedeutet, der erste Ellipse und die drei andern sind Hyperbeln. Die 
Ellipse liegt innerhalb des Dreiseits; von jeder Hyperbel liegt ein Zweig in 
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einem Scheitelwinkel des Dreiseits und berührt dessen Schenkel, also die 
Verlängerungen der betreffenden beiden Seiten, der andere Zweig liegt unter 
der jedesmaligen dritten Seite und berührt sie. Um 'die je drei Punkte, in 
welchen die Seiten von einem der vier Kegelschnitte berührt werden, leicht 
und sicher zu erkennen, dient folgendes Merkmal: 

Die vier Punkte, in welchen jede Seite berührt wird, liegen paar- 
weise gleich weit von ihrer Mitte ab. Sind ol^ ß, y die Mitten der Seiten 
A^ B, C, so ist 
aüp = aa und «6 = ac ; ßki = ßbi und ßa^ = ßci ; yAj = ycj und yoj = yii- 

Geht man nun von den drei Berührungspunkten eines der Kreise aus, 
und nimmt diejenigen Punkte, welche mit ihnen gleichweit von den Mitten 
abstehen, so hat man die drei Berührungspunkte eines der vier Kegelschnitte, 
80 dass also in dieser Hinsicht jedem Kreis ein bestimmter Kegelschnitt ent- 
spricht, und zwar entsprechen sich 

IC und E", A' und IP, B' und Ä?, C und Hl 

Aus dieser gegenseitigen Lage der Berührungspunkte, verbunden mit 
dem Umstände, dass die in den Mitten ol^ ß^ y auf die Seiten errichteten 
Lothe sich im Mittelpunkt iV des dem Dreiseite umschriebenen Kreises iV^ 
treffen, folgt zugleich, dass auch die Normalen jedes Kegelschnittes in dessen 
drei Berührungspunkten sich in einem Punkte treffen müssen, welcher alle- 
mal mit dem Mittelpunkte des entsprechenden Kreises und mit dem Punkte iV 
in einer Geraden liegt, und zwar jene beiden gleich weit von diesem ab- 
stehend. Werden die Mittelpunkte der Kreise jfir% -4\ B\ C^ durch ä;,, -4<„ B«, Co 
und die Treffpunkte der je drei Normalen der Kegelschnitte E^y H\ Hl^ H^ 
durch ßo? %^ ^0 9 ^) bezeichnet, so gehen also die vier Geraden iRTo^u, A%»9 
jBu^o, QfS^) durch den Punkt N, und jede wird durch ihn gehälftet. Somit 
sind die Vierecke KifAJBoCo und ^o^i^uS,, gleich und haben N zum Sym- 
metralpunkt. Da jede der 12 Normalen zugleich auch zu je einem Kreise 
normal ist, so gehen sie zu drei durch die Mittelpunkte der Kreise, oder mit 
einem Worte: die Normalen fallen auf die 12 Geraden, welche die einander 
nicht entsprechenden Ecken der Vierecke paarweise verbinden. Diese 12 Ge- 
raden sind alle gleich lang, daher ist jede Ecke des einen Vierecks der 
Mittelpunkt des Kreises, welcher durch die drei ihr nicht entsprechenden 
Ecken des anderen Vierecks geht, und die auf diese Weise bestimmten 
8 Kreise sind gleich, und zwar ist ihr Radius dem Durchmesser des Kreises 
AP gleich. 

33» 
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Man bezeichne die^ Ecken des gegebenen Dreiseits ABC durch a^ 
nämlich so, dass die gleichnamigen Seiten nnd Ecken einander gegenüber- 
liegen. Die drei Paar Strahlen, welche die inneren nnd äusseren Winkel 
des Dreiecks hälften, und wovon jedes Paar sich rechtwinklig schneidet, sind 
die drei Paar Gegenseiten des vollständigen Vierecks ^>19oCl)^o; dessen Ecken 
die Mittelpunkte der vier dem Dreieck eingeschriebenen Kreise sind. Die 
Strahlen bilden zu drei und drei vier Dreiecke A^)B^^C^^ A^^B^^K^^ Co^^iK^ 
BoCoKo^ die alle dem Dreieck aBc umschrieben und wovon jedes die Ecken 
des letzteren zu Fusspunkten seiner Höhen, sowie die jedesmalige vierte Ecke 
des Vierecks, beziehlich jfiTo, C^, B^^ ^ zum Höhenschnitt hat. Jedem der 
vier Dreiecke kann demnach ein Kegelschnitt eingeschrieben werden, welcher 
seine Seiten in den Punkten a6c berührt, und dessen Normalen in diesen Punk- 
ten auf die Höhen des jedesmaligen Dreiecks fallen. Wir wollen diese Kegel- 
schnitte, die zugleich alle dem Dreieck a6c umschrieben sind, beziehlich durdi 
(T, ^% ^1, ^2 bezeichnen; sie sind der Bezeichnung gemäss eine Ellipse 
und drei Hyperbeln und entsprechen nach der Reihe den ^ obigen Kegelschnit- 
ten E^y IPy Hi^ Hl zunächst in der Hinsicht, dass die beidseitigen Treff- 
punkte der je drei Normalen einander entsprechende Ecken der sich gleichen 
Vierecke A^^^^uC^ und ^u^^u^Su sind; so z. B. treffen sich die Normalen 
von @^ in Äy und die von £^ in fto- . 

XIV. 

Aus allen diesen Angaben folgt: das Dreieck abc (= Dreiseit .40C) 
hat in Bezug auf die ihm eingeschriebene Ellipse E^ die Eigenschaft, dass 
die Normale der Ellipse im BerOhrungspunkte jeder Seite mit den beiden 
Strahlen, welche die der Seite anliegenden Aussenwinkel des Dreiecks hälf- 
ten, in einem Punkte zusammentrifft (resp. in ^^ i?o^ 0^» so dass also das 
Dreieck zufolge eines früher publicirten Satzes unter allen der Ellipse um- 
schriebenen Dreiecken zu denen gehört, deren Umfang ein Minimum ist. 
Und in Bezug auf die ihm umschriebene Ellipse & hat das Dreieck die Eigen- 
schaft, dass die Normalen derselben in seinen Ecken seine Winkel hälfien, 
so dass es daher unter allen dieser Ellipse eingeschriebenen Dreiecken zu 
denjenigen gehört, deren Umfang ein Maximum ist. Aus ähnlichen Granden 
folgt, dass das Dreieck abc unter allen der Hyperbel umschriebenen Dreiecken 
zu denjenigen gehört, bei welchen die Differenz der Summe zweier Seiten 
B+C und der dritten Seite ^ ein Maximum ist^ und dass dasselbe unter allen 
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der Hyperbel ^^ eingeschriebenen Dreiecken zu denen gehört, bei denen 
dieselbe Diflferenz ein Minimum ist. Gleiche Beziehung hat das Dreieck so* 
wohl zu den Hyperbeln H/ und ^i, so wie zu den Hyperbeln H^ und ^l^ 
bei denen beziehlich die Differenzen A-\-C—B und A + B^C in Betracht 
kommen. Nämlich die Differenz wird so bestimmt: Jede der drei einge- 
schriebenen Hyperbeln IP^ H]y H^ berührt je zwei der Seiten des Dreiecks 
in ihren Verlängerungen und die dritte zwischen ihren Endpunkten, die 
Summe jener weniger dieser ist die zu beachtende Differenz. Und bei jeder 
der drei umschriebenen Hyperbeln ^^, ^i, ^ geht der eine Zweig durch 
zwei Ecken des Dreiecks, und der andere Zweig durch die dritte Ecke; die 
zwischen jenen zwei Ecken liegende Seite von der Summe der beiden an- 
deren Seiten abgezogen giebt die fragliche Differenz. 

Wenn nun aber das Dreick a6c als der Ellipse E'^ umschrieben klein- 
sten Umfang, als der Ellipse d^ eingeschrieben, grössten Umfang hat, so 
mtlssen die Ellipsen nothwendig confocal sein, und es giebt eine Schaar 
Dreiecke die ihnen gleicherweise beziehlich um- und eingeschrieben sind, und 
welche mit dem gegebenen Dreieck gleichen Umfang haben, der rücksichtlich 
der ersten Ellipse ein Minimum, rücksichtlich der zweiten hingegen ein Maxi- 
mum ist. Aus gleichen Gründen muss jedes der drei Paar Hyperbeln H^ und 
f)^, ^1^ und ^i, H^ und ^2 confocal sein, und es giebt rücksichtlich jedes 
Paares eine Schaar Dreiecke, die ihnen in gleicher Art wie das gegebene 
um- und eingeschrieben sind, und deren Seiten in entsprechender Ordnung 
verbunden, dieselbe Differenz geben, wie die Seiten des gegebenen Dreiecks, 
und wo diese Differenz in Betracht der ersten Hyperbel ein Maximum, da- 
gegen in Betracht der zweiten ein Minimum ist. 

Anmerkung. Man vergleiche den Monatsbericht der BerL Akademie 
vom April 1847 oder dieses Journal Bd. 37: Elementare Lösung einer geo- 
metrischen Aufgabe, und über einige damit in Beziehung stehende Eigenschaften 
der Kegelschnitte. 

XV. 

Die wesentlichsten Resultate, welche aus dieser Betrachtung hervor- 
gehen, sind, in etwas veränderter Ordnung, folgende: 

1) Ist ein beliebiges Dreieck a6c oder Dreiseit ABC gegeben, so giebt 
es allemal vier Paare confocale Kegelschnitte, wovon der eine dem Dreieck 
ein- und der andere umgeschrieben ist; das eine Paar sind Ellipsen £^ und (S^ 
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die drei andern Paare sind Hyperbeln, H^ und $% Hi und ^l^ H^ und ^2- 
Rocksichtlich jedes Paares giebt es eine Schaar Dreiecke, zu denen das ge* 
gebene jedesmal mitgehört, welche demselben zugleich um- und eingeschrieben 
sind; bei dem Paar Ellipsen haben alle Dreiecke gleichen Umfang, und zwar 
ist derselbe in Bezug auf die eingeschriebene Ellipse E'^ ein Minimum und 
in Bezug auf die umgei^chriebene ^ ein Maximum, bei jedem Paar Hyperbeln 
haben alle Dreiecke gleiche Diflferenz zwischen der Summe zweier Seiten 
und der dritten Seite, und zwar ist diese Differenz in Betracht der einge- 
schriebenen Hyperbel ein Maximum und in Betracht der umschriebenen ein 
Minimum. 

2) Die vier eingeschriebenen Kegelschnitte £^, H'^, Hi, Hl berühren 
die Seiten des Dreiecks ahc mit den ihm eingeschriebenen vier Kreisen IP^ 
A^y B'^, C^ in den gleichen zwölf Punkten. Die drei Normalen jedes der 
vier Kegelschnitte in seinen drei BerOhrungspunkten treffen sich in einem 
Punkte, beziehlich in ^o? ^o? ^o? ^o; alle zwölf Normalen anders combinirt 
treffen sich auch zu drei und drei in den Mittelpunkten K^, A(), Bu, Co der 
vier Kreise und zwischen den beidseitigen Treffpunkten sind alle zwölf Nor-- 
malen gleich lang; daher ist jeder der letzteren vier Punkte der Mittelpunkt 
eines neuen Kreises, welcher durch je drei der ersteren vier Punkte geht, so 
wie jeder von diesen Mittelpunkt eines Kreises ist, welcher durch je drei 
von jenen geht, und diese acht Kreise sind gleich. Zudem sind auch die 
Vierecke KiyAJBifi^ und ^oSto^oSu gleich und haben den Mittelpunkt N des 
dem gegebenen Dreiecke umschriebenen Kreises N^ zum Symmetralpunkte, so 
dass die ihre entsprechenden Ecken verbindenden vier Geraden £^o, %Aitj 
BJßiy, Cu@o durch diesen Punkt JV gehen und durch ihn gehfllftet werden; die 
drei Paar Gegenseiten jedes der beiden Vierecke schneiden einander recht- 
winklig, die des ersten schneiden sich in den Ecken des gegebenen Dreiecks 
ahc^ die des anderen in den Ecken eines gleichen Dreiecks aibiCi, das mit 
jenem in Bezug auf den Punkt N symmetrisch liegt; ferner schneidet jede 
der sechs Seiten des einen Vierecks je eine Seite des andern rechtwinklig, 
und der Schnittpunkt b und die sechs Ecken der beiden Dreiecke ahc und 
aibiCi liegen zusammen im Kreise iV^, dessen Durchmesser dem Radius der 
genannten acht gleichen Kreise gleich ist. 

3) Die vier umschriebenen Kegelschnitte (£^, |^% ^i, ^l haben in den 
Ecken des Dreiecks ahc die drei Paar Strahlen, welche die Winkel der- 
selben halflen, zu Tangenten und Normalen, so dass jede zwei Kegelschnitte 
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sich in je einer Ecke berühren und in den beiden anderen Ecken rechtwinklig 
schneiden. Die drei Normalen jedes der vier Kegelschnitte treffen sich in 
einem Punkte, beziehlich in den Mittelpunkten Ko, A^^ Bi„ Qt der dem Drei- 
eck eingeschriebenen vier Kreise; oder die drei Normalen eines jeden treffen 
sich in einem dieser vier Punkte, und jede Normale trifft mit den Tangenten in 
den beiden anderen Ecken in je einem der drei tkbrigen Punkte zusammen. 

4) Werden die Halbaxen jedes der vier Paare confocaler Kegel- 
schnitte in 1) durch a, b und a^ ß und die Excentricitflt durch e bezeichnet, 
so hat man für die Ellipsen E'^ und S^ folgende zwei Gleichungen: 

a'^b' = a'^ß' = e^ und - + |- = t, 

a o 

durch welche jede der beiden Ellipsen bestimmt wird, wenn die andere ge- 
geben ist. Für den constanten Umfang u der Schaar Dreiecke, welche zu 
den Ellipsen gehören, findet man 

Unter diesen Dreiecken hat dasjenige den grössten Inhalt, welches eine Ecke 
im Scheitel der grossen Axe der Ellipse <S^ hat, hingegen dasjenige den klein- 
sten Inhalt, von welchem eine Ecke im Scheitel der kleinen Axe liegt, und 
zwar ist das 



a + a 



Maximum = r(«+«) V'«^— 6^ = — -^- — ß e 

und das 

b + ß 



Minimum = ~ (b+ß) ^a' - 6' = ^Z.^ a e. 
Fflr jedes der drei Paar confocale Hyperbeln hat man die zwei Gleichungen 

a^ + 6^ = a^+/i» = c^ und ^~A=1, 

und für die constante Differenz d rflcksichtlich der Seiten der zugehörigen 
Schaar Dreiecke hat man 



a — a' b 4-8 ^ ' 



+ ß 

5) Von den beiden gleichen Vierecken ä^o^BuCj und ÄoStüSJoSo 
(in 2)) soll noch eine Eigenschaft erwähnt werden: 

Je zwei sich entsprechende Ecken beider Vierecke sind die Brenn- 
punkte eines Kegelschnittes, der den beiden Dreiecken eingeschrieben ist. 
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welche durch die beidseitigen übrigen drei Ecken der Vierecke bestimmt 
werden; die Hanptaxe des Kegel^hnittes ist allemal ein Durchmesser des 
Kreises N^, so dass alle vier Kegelschnitte mit diesem Kreise concentrisch 
sind, und jeder von ihm in den Scheiteln seiner Hauptaxe berührt wird. 
Nämlich die Ecken jRTo und ^o sind die Brennpunkte einer Ellipse, welche den 
Dreiecken AaB^Ca und Sla9o@o eingeschrieben ist, dagegen sind die Ecken- 
paare ^o und %^ i?o nnd Sij, C» und So die Brennpunkte dreier Hyperbeln, 
welche resp. den betreflfenden je zwei Dreiecken eingeschrieben sind. 

Lfisst man eine Ecke des anfänglich gegebenen Dreieckes abc, etwa a 
sich in's Unendliche entfernen, wahrend die Seite \4 und ihre Endpunkte 
B und c fest bleiben, so werden die Seiten B und C parallel und von den 
eingeschriebenen vier Kreisen bleiben nur zwei, IP und A^, und ebenso von 
den vier Paaren confocaler Kegelschnitte nur zwei Paar, nämlich E^ und (&\ 
IP und ^^ übrig, und zwar sind beide Paare in Parabeln übergegangen. 
Und noch mehr: die eingeschriebenen Parabeln E^, IP haben sich auf ihre 
Axen reducirt; die beiden umschriebenen Parabeln S% ^^ schneiden sich in 
den Ecken 6 und c rechtwinklig, sie sind gleich, ihre Axen sind parallel, 
und zwar den Seiten B und C parallel, aber sie liegen verkehrt, erstrecken 
sich nach entgegengesetzten Seiten hin, ihre Brennpunkte liegen beziehlich in 
den Berührungspunkten a, k der Seite Ä mit den Kreisen A'^ und K^^ und 
ihre Leitlinien gehen durch die Mittelpunkte dieser Kreise. 

Also: Bei allen einer gegebenen Parabel eingeschriebenen Dreiecken 
von grösstem Umfange geht die eine Seite, A durch den Brennpunkt der 
Parabel und die beiden anderen Seiten, B und C sind der Axe parallel. — 
Einer eigentlichen, nicht auf ihre Axe reducirten Parabel kann kein Dreieck 
umschrieben sein, dessen Umfang ein Minimum ist. 

Bemerkung. Sind zwei ungleichartige Kegelschnitte confocal, so 
kann niemals ein Dreieck dem einen um- und zugleich dem anderen einge- 
schrieben sein. Hingegen sind Vierecke auf diese Weise möglich. 

Sind eine Ellipse E^ und eine Hyperbel ^^ confocal, sind a und by 
a und ß beziehlich ihre Halbaxen jLind e ihre Excentricitit, so dass 

a^~6^ = a^ + /?2 = e^ 

und sollen Vierecke der Ellipse umschrieben werden können, welche zu- 
gleich der Hyperbel eingeschrieben sind, so muss zwischen den Axen folgende 
fernere Relation statthaben: 
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a a* , a' b* . 

_ = _ und -^-^ = 1 



oder 
und 



a*=-T^^, b- = 



ß' 



«•_/?• ' " - a'-/3' 

Sollen dagegen die Vierecke der Ellipse ein- und der Hyperbel umge- 
schrieben sein, so muss sein: 

a' = e(e+/?), b' = eß, 
oder 

In beiden Fällen findet eine Schaar Vierecke statt; im ersten Falle 
sind dieselben convex, im anderen fiberschlagen. Im ersten Falle ist die 
Differenz d zwischen den Summen der Gegenseiten jedes Vierecks constant, 
und zwar ist dieselbe in Bezug auf den einen Kegelschnitt ein Maximum 
und in Bezug auf den anderen ein Minimum. Im anderen Falle ist der Um- 
fang der Vierecke constant, und auch rficksichtlich des einen Kegelschnittes 
ein Maximum und rficksichtlich des anderen ein Minimum. Ffir jene Differenz 
und diesen Umfang hat man: 

rf = 4(a«6), 
und 

ti = 4(e+/?). 

XVI. 

Gleichwie im ersten Theile der vorliegenden Entwicklungen die an- 
fängliche Betrachtung später allgemeiner aufgefasst wurde, so können auch 
hier die unter X. — XIII. enthaltenen Sätze verallgemeinert werden; auch 
lassen sich aus den beidseitigen Sätzen durch Polarisation viele neue ab- 
leiten. Aus der grossen Anzahl von Sätzen, zu denen man auf diese Weise 
gelangen kann, sollen hier nur folgende hervorgehoben werden. 

Werden einem gegebenen Kegelschnitte m^ irgend drei Winkel .4SI, 
i?$, CS umschrieben, deren Scheitel in einer gegebenen Geraden M liegen, 
und werden in dieser Geraden zwei beliebige Funkte r^ s gewählt^ so giebt 
es vier Gruppen von je vier Kegelschnitten, welche beziehlich den vier Drei- 
seiten ABC, A^(Si^ i?S9I, C^Sd eingeschrieben sind, und sämmtlich durch die 
beiden Punkte r und s gehen, und von diesen Kegelschnitten haben vier mal 
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vier, je aus jeder Gruppe einer, mit dem gegebenen Kegelschnitte m^ zusam- 
men irgend eine Tangente D gemein. Ebenso giebt es vier Gruppen von je 
vier Kegelschnitten, welche den vier Dreiseiten »SC, ^BC, ^AC, (S.AB ein- 
geschrieben und sammtlich durch die beiden Punkte r, s gehen, und von denen 
vier mal vier mit dem Kegelschnitte 01^ zusammen eine Tangente b gemein 
haben. Die vier Tangenten b entsprechen nach bestimmter Ordnung den vier 
Tangenten D, und die sich entsprechenden schneiden einander auf der Gera- 
den M. Ferner giebt es zu jeder der acht Gruppen von vier Kegelschnitten, 
welche beziehlich den genannten acht Dreiseiten eingeschrieben sind, allemal 
noch einen solchen fünften Kegelschnitt, welcher alle vier Glieder der Gruppe 
berührt, und gleichfalls durch die Punkte r, s geht. 

Ist m der Pol der Geraden M in Bezug auf den gegebenen Kegel- 
schnitt ml^, und man zieht durch denselben irgend zwei Gerade R und S, so 
haben die vier Kegelschnitte, welche beide Gerade berühren, und beziehlich 
den vier Dreiseiten ABC^ ^SS^ B&S,^ CfiSÖ eingeschrieben sind, mit d^m 
gegebenen Kegelschnitte zusammen eine Tangente D gemein, und gleicherweise 
haben die vier Kegelschnitte, welche dieselben Geraden berühren und bezieh- 
lich den vorgenannten anderen vier Dreiseiten eingeschrieben sind, mit dem 
Kegelschnitte m^ zusammen eine Tangente b gemein, und beide Tangenten D 
und b schneiden sich auf der Geraden M. 

Gehen drei Sehnen, aa, bß, cy des gegebenen Kegelschnittes m^ durch 
irgend einen Punkt m, und man zieht durch diesen Punkt zwei beliebige Ge- 
rade R und S, so giebt es vier Gruppen von je vier Kegelschnitten, welche 
boiiehlich den vier Dreiecken abc, aß/, bya, caß umschrieben, und sammt- 
lich dem Winkel AS eingeschrieben sind, und von diesen Kegelschnitten haben 
vier mal vier, je aus jeder Gruppe einer, mit dem gegebenen Kegelschnitte 
tusammen einen Punkt ä gemein; ebenso giebt es vier Gruppen von je vier 
Ki^golschuitten, welche den vier Dreiecken aßj^, abc, ßca, yab umschrieben 
und sAmrollich dem Winkel RS eingeschrieben sind, und von denen vier mal 
vior mit dem Kegelschnitte w^ zusammen einen Punkt d gemein haben; jeder 
df^r vier lelileren Punkte d entspricht einem der. vier ersteren Punkte d derart, 
dann die sie verbindende Gerade durch den Punkt m geht. Auch giebt es zu 
jodt^r der acht Gruppen von vier Kegelschnitten, die demselben Dreieck um- 
M^hrlfbtHi sind, einen solchen fflnflen Kegelschnitt, welcher alle vier Glieder 
dor (}ruppe berührt, und gleichfalls dem Winkel AS eingeschrieben ist. 

XOrIch, dM 8a Deoember 1865. 
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lieber gewisse Beziehungen zwischen räumlichen 

Gebilden. 

(Von Herrn R. LipschiU in Bonn.) 



Jbiine der wirksamsten Handhaben geometrischer Speculation besteht 
ohne Zweifel darin, zwei räumliche Gebilde so auf einander zu beziehen, dass 
jedem Punkte des einen ein Punkt des anderen, oder dsss jedem Punkte des 
einen eine Ebene des anderen entspricht. Von dieser Art ist die Beziehung 
zwischen einem Punkte und seinem Bildpunkte bei der sphärischen Spiegelung, 
ferner, wenn eine bestimmte Oberfläche zweiter Ordnung gegeben ist, die Be- 
ziehung zwischen einem Punkte und der ihm zugehörigen Polarebene, und 
auch, wenn ein fester Punkt gegeben ist, die Beziehung zwischen einer Ebene 
und dem Fusspunkte des Lothes, das von dem festen Punkte auf die Ebene 
gefällt wird. Gegenwärtig beabsichtige ich, einen höchst einfachen Zusammen- 
hang zwischen den angefahrten drei Arten der Beziehung herauszuheben und 
far einen doppelten Zweck nutzbar zu machen. Es rOcken nämlich gewisse 
Ergebnisse der Potentialtheorie durch die Construction von Fusspunkten, und 
gewisse Sätze aber den Inhalt von Bäumen, die von Fusspunktsflächen be- 
grenzt sind, vermittelst der sphärischen Spiegelung in ein helleres Licht. Die 
letztgenannten Sätze weisen alsdann auf ein allgemeineres mannigfacher An- 
wendungen fähiges Theorem, welches' die durch eine gewisse Substitution 
neuer Yariobeln zu bewirkende Umformung der vielfachen Integrale betriflFk. 

1. 
Um einen im Baume festen Punkt A als Mittelpunkt sei mit der Ein- 
heit als Badius eine Kugelfläche K beschrieben. Ein Punkt B* ist das in Be- 
zug auf K genommene sphärische Spiegelbild des Punktes B, wenn B und 
ff auf derselben von A auß gezogenen Geraden und zwar auf derselben Seite 
gegen den Punkt A liegen, und wenn die Abstände AB und Äff die Glei- 
chung AB.Aff = \ erfüllen*). Die durch den Punkt B gehende auf der 



*) Diese Benennung entspricht der optiscbma VorBtelkmg, dasB die Ei:^lflttehe 
mit lauter sie berührenden unendlich kleinen spiegelnden Facetten bedeckt sei, deren 
Krümmung dem Kugelmittelpunkt zugewendet und deren Krümmungsradius gleich 
dem doppelten Kugeiradius ist. 

34» 
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Linie AB senkrecht stehende Ebene Sd ist in Bezug auf die feste Fläche K 
die Polarebene des Punktes B'. Es sei eine beliebige Oberfläche S gegeben, 
man construire zu jedem Punkte derselben, der allgemein mit B bezeichnet 
werden mag, den Bildpunkt B', und zu dem Punkte B' die Polarebene $, dann 
stellt der Inbegriff der Punkte B' das sphärische Spiegelbild S' der Fläche S 
dar, und zugleich umhällt der Inbegriff der Ebenen $ die Polarfläche So der 
Fläche S\ Jetzt fälle man von dem festen Punkte A aus auf jede Tangential- 
ebene Sß der Fläche S^ ein Perpendikel, so ist B der Fusspunht desselben, 
und es leuchtet ein, dass der Inbegriff der Punkte B, oder die Fläche S, nichts 
anderes ist, als die Ait dem Anfangspunkte A construirte Fusspunktsfläche der 
Fläche So. 

Um den in Rede stehenden elementaren Zusammenhang analytisch ans- 
zudrQcken, mögen rechtwinklige Coordinaten x, y, s angewendet werden, so dass 

dem Punkte A die Werthe jp, i^, j 

- 5 - 

- ff - 

entsprechen; P ist ein beliebiger Punkt der Ebene $, B^ derjenige Punkt, in 
welchem die Ebene 3ä die Oberfläche S^ berührt. Die Gleichungen der Ober- 
flächen S, S', So seien respective 

V {^, Vy «) = 0, tjj {x\ y\ js') = 0, (po{xo, yo, «o) = 0. 
Aggregate von Ausdrücken, die aus den x-, y-, J5-Coordinaten eines Punktes 
oder mehrerer Punkte gebildet sind, sollen mit Hülfe von Summenzeichen ge- 
schrieben werden, so dass z. B. -2'(a:— jp)^ = (a:— jp)^4-(y— \^)^4-(a — j)^ ist. 
Es gelten nun zwischen den Coordinaten der zugehörigen Punkte B und B* 
die Gleichungen 

(!•) ^'-^=^1^' y'-*=5$^' *'-3=2$^- 

Die Gleichung der Ebene 8 heisst, insofern sie die Polarebene des Punktes 
ff ist, 

(2.) ^(a:'-|)(f-j:)-l = 

und insofern sie die Tangentialebene der Fläche So ist, 

(3.) . x^(f-d-:sÄ(^_ö = 0. 
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Die Vergleichnng der beiden Darstellongen giebt die Gleichungen: 

(4.) a:'-? = —^"^ , y'-\f = —^ , z'-i = -^-^ , 

^l^c..-^) ^I^c..-^) ^tr^^.-^) 

aus denen durch Vermittelung von (1.) die Gleichungen 






folgen. Um die Gleichungen (4.) nach den Grössen x^^ y»^ ^o aufzulösen, 
kann man sich der Gleichung 

(6.) ^(a.'-5)(xb-y)-l =0 
bedienen, die durch Substitution der Coordinaten des BerOhrungspunktes JSo 
statt der Coordinaten des unbestimmten Punktes P aus (2.) entsteht. Da die 
Differentiation von (6.) nach den Grössen x', y\ «', x^^ y^^ «o die Gleichung 

hervorbringt 

(7.) :S{xo-ll)dx'+2{x'^Ti)dxo = 0, 

dagegen die Relationen (4.) die Differentialgleichung der Flfiche 5u 

2{af-ic)dx,i = 
liefern, so entsteht die Differentialgleichung der Fläche 8' 

:S(xo-ll)dx' = 0, 
und das System von Auflösungen 

/ &^ß_ d^ 

dx' ^^ . dy' 



(8.) 



dtf> 



-^^Coz-r) 



Fär die Anwendung der entwickelten Relationen ist es wOnschenswerth, 
auch diejenige Fläche /Sj zu betrachten, die aus der Fläche S durch eine 
mit demselben Anfangspunkte A ausgeführte Fusspunktsconstruction entsteht. 



270 LiptishiU, gegenteilige Benehung räumlicher Gdrilde. 

d. i. die zweite Fusspunktsfifiche der Flftdie S^. Ein Punkt B2 von 82 habe 
die Coordinaten X2, 92? ^29 so kommen, indem man in (5.) Xj^ 92, s^t x, g, 
z, (p{x,g,i) respective an die Stelle von x, g, ä, x«, jf«, «u^ 9ü(«ü9»ü9«u) 
setzt, die Gleichungen 

Das Grundgesetz f&r den Zusammenhang der Curven, die in einer 
Ebene aus einer erzeugenden Curve durch wiederholte Fusspunktsconstruction 
herrorgehen, hat schon Jfoetoirtii ausgesprodien*). In einer Ebene sei C der 
Anfangspunkt der Lothe, Z>u ein Punkt der erzengenden Corre, CD das Loth, 
welches auf die im Punkte Do an die Curve gezogene Tangente gefällt ist, 
mithin D der Punkt der ersten Fusspunktscurvo, welcher dem Punkte Do der 
erzengenden Curve entspricht ; so lehrt MactamiH, dass die an die erste Fuss- 
punktscurve im Punkte D zu ziehende Tangente mit der Linie CD denselben 
Winkel macht, wie die Tangente D^D mit der Linie CD^. Fär die analy- 
tische Behandlung der Frage nach dem Znsammenhang zwischen den Ober- 
flächen So, S, 82 bietet die CHeichnng (6.) emen befoemen Ausgangspunkt, 
wenn man derselben mit Hälfe von (1.) die Gestalt 

(10.) S{x--i(y^JS(x^fKxo'-lc) = 

giebt. Lässt man die Grössen x, g, b, a\), yu? ^ zu gleicher Zeit sich än- 
dern, so kommt 

(11.) S2(x-ii)dxS(xo'-^)dxS{x-i^)dxo = 0, 
und weil in Folge von (5.) 

-2-(x-y)ifab = 
ist, so gilt die Gleichung 

(12.) 2i2x'^ic-Xo)dx = 0. 

Weil dieselbe von der Differentialgleichung der Fläche S 



*>) PhiloBopfaHMd tranMotions, 1700--1720, Vol. IV, pag.öl. 
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nur durch einen Factor r verschieden sein kann, so ist 

(13.) ^ = r{2x-x,-^), -^=r(2y-yo-l?), ^ = r(2«-*„-3). 
Hieraus folgen bei Hinzunahme von (10.) die beiden Relationen 

(14.) S -^ ix-Tc) = r2ix-^)\ ^(-g-y = r'2(a,.-i:)\ 
deren Substitution in (9.) die Gleichungen 

hervorruft. Diese Gleichungen, welche der Ausdruck des auf Oberflfichen 
übertragenen ifaeibttnnschen Gesetzes sind, geben f&r die Punkte B^ JS29 ••• Bn^ 
welche dem Punkte B^ der erzeugenden Fläche resp. in der ersten, zweiten, 
. . . i}*'" Fusspunktsfläche entsprechen, die folgende Construction an die Hand. 
Man errichte im Punkte B^ die Normale der Flfiche Su, und lege durch diese 
Normale und die Verbindungslinie des Punktes A mit dem Punkte £„ eine 
Ebene. In dieser Ebene ziehe man durch den Punkt A die Parallele Ab zu 
der Flächennormale im Punkte B^j und dann die Linien Abx^ ^63, ... Ab^, 
fQr welche die Winkel 6^62, 62^63, u. s. f. dem spitzen Winkel B^Ab gleich 
werden. Hierauf giebt ein vom Punkte jB^ auf die Linie Ab gefälltes Loth 
den Endpunkt B, ein Loth vom Punkte B auf die Linie Ab2 den Endpunkt 
JS29 u. s. f. Aus dieser Construction geht hervor, dass die Abstände AB^^ AB^ 
AB2^ ... eine geometrische Reihe bilden, deren Exponent der Cosinus des con- 
stanten Winkels BaAB ist, und dass die Punkte B^^ B, B^^ . . . auf einer ar- 
chimedischen Spirale liegen. Wenn man die sphärischen Spiegelbilder Bi^ B\ 
JS29 ^ • dieser Punkte construirt, so bilden die Abstände ABu? AB\ AB'2^ . . . 
ebenfalls eine geometrische Reihe, der Exponent derselben ist aber. der re- 
ciproke Werth des Exponenten der ersten Reihe, und die Punkte £u, ffyBi^ ... 
liegen auf einer zweiten archimedischen Spirale, welche sich nur durch die 
Lage und nicht durch die Gestalt von der ersten Spirale unterscheidet. 

2. 

Die Anwendung der angestellten Betrachtungen, die ich zunächst mit- 
theilen werde, betrifft eine im 61**^" Bande dieses Journals veröffendichte 
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Arbeit*). Es sei ein von einem EUipsoid E begrenzter Körper gegeben, 
bei dem die Dichtigkeit der Masse durch die inverse p^^ Potenz der Ent- 
fernung eines jeden Massenpunktes von einem ausserhalb des Körpers lie- 
genden Punkte A gemessen wird. Der Exponent p ist eine die Einheit fiber- 
treffende ungerade Zahl. Die Wirkung, welche der in Rede stehende Körper 
nach dem Gesetze der allgemeinen Massenanziehung auf einen ausserhalb des- 
selben befindlichen Massenpunkt ausübt, ISsst sich allgemein durch die an- 
ziehende Wirkung einer Massenvertheilung von zwei Dimensionen ersetzen, 
die eine gewisse Fläche S bedeckt. Nimmt man die Hauptaxen des Ellipsoids 
zu den Coordinatenaxen der x, y, b, sind 2a, 2ß, 2y beziehungsweise die 
Längen der grössten, der mittleren und der kleinsten Axe, sind je, ^, ) die 
Coordinaten des Punktes A, und bestimmt die Seite der x, y Ebene, auf der 
der Punkt A liegt**), die Richtung der positiven z Axe, so ist die Fläche S 
das durch die Ungleichheit z^O abgeschnittene Stück der Fläche dritter 
Ordnung 

(16.) <^(x,y,«) = 3*f+-%^ + -^^-(.-j)^ = 0; 

hier ist r' = -^(a:— y)^, und ebenso wird später r'* = J2*(a:'--y)', rl = ^ix2—icy 
gesetzt werden. Diese Fläche ist für jeden Werth der ungeraden Z'ahl p 
dieselbe, die Dichtigkeit v der über dieselbe ausgebreiteten Massenschicht, die 
eben erwähnt worden, hat im Punkte (x, y, z) den Werth 

^ '^ raip) («•-/•)♦(/*•- ry *^* ' d»Kp-3) /^/gy Y\*^^^'^ ' 

wo die Differenz i—z, ebenso wie die Grössen } und z, nicht negativ wird, 
und r{u) = /e'^Q''^^dQ gesetzt ist. 

In dem angeführten Aufsatze ist bemerkt, dass die Oberfläche 
(pix,y,z)^0^ wenn wir die im vorigen Abschnitt gebrauchten Bezeich- 
nungen gelten lassen, das in Bezug auf die Kugelfläche K genommene sphä- 
rische Spiegelbild 

(18.) V^C^^y^^J-J p 1 — i^rp — I — ßTzy — («-J) =0, 

*) Untersuchungen über die Anwendung eines Abbildungsprincips auf die 
Theorie der Gravitation. 

**) Der Fall, dass der Punkt Ä in die x, y Ebene iUUt; der a. a. O. ausführlich 
urtfrtort ist, bleibt hier ausgeschlosseD. 
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das ist , eine Oberfläche zweiter Ordnung liefert. Hieraus folgt nach den 
obigen Betrachtungen sogleich, dasa die Oberfläche (po{Xii^ t/o^ Zo) = 0^ ans der 
die Oberfläche 9 {x, J^^ 2) = durch die mit dem Anfangspunkte A ausgeführte 
Fusspunktsconstruction erzeugt werden kann, die Polarfläche der Oberfläche 
'^{x,y'yz') = in Bezug auf die Kugelfläche K, mithin ebenfalls eine Fläche 
der zweiten Ordnung ist. Bei genauerer Erwägung zeigt sich dann, dass die 
Fläche 9>o(^o9!^0 9^) = zu der Begrenzung E des gegebenen Körpers in 
einer höchst einfachen Beziehung steht, und dass durch Vermittelung einer mit 
dem Anfangspunkte A wiederholten Fusspunktsconstruction die Bestandtheile 
des Ausdrucks der Dichtigkeit r ungezwungen erhalten werden. 

Die Gleichung ^^uC^)) 9u9^ü) =0 kann man aus den Gleichungen (8.) 
herleiten, und zwar veranlasst der Umstand, dass die Function tp eine alge- 
braische ist, zu der Einführung d^ homogenen Coordinaten 



*0 « H — **0 . . - ^ 



(19.) 



1^0-? = ^:^^ So-p^zitr^ *"""» 



»0 " -«'c 



9 



tl' 



Setzt man 

so ist g eine homogene Function der zweiten Ordnung, und durch bekannte 
Betrachtungen folgt aus (8.) das System von Gleichungen 

(20.) *,= i-|-, ^.= i^, ^,= J^, «. = i^. 

Beseichnet 2) die Driscriminante der Function g, f{to^ fh^t»^ w^) die zu g ad-* 
jungirte Function, so giebt die Auflösong von (20.) das System 

(31.) I>«' = if, 35.' = i^, D.' = l^, 2.«' = 1^, 
und die Gleichung 

(22.) %(«', «', f>', w') = AA), flu, f>o, «To). 
Die Gleichung /"C^, ttü^f^o^f^ü) = verwandelt sich aber durch Wiederein- 
fahrung der x^^ tfo^ «o in die verlangte Gleichung ^oC^i), Jfüi«()) = 0. 

In dem vorliegenden Falle ist nach (18.) die Function^ so bestimmt: 
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die Disdimioanto 2) hat den Werth 

und die adjangirte Function f wird diese 

UC%i «01 »0, «Püj = ~y*(a«_y')(/J*_y*) « V 4«^* ^"^ 4/J*y* "" 

Setzt man nun 

(25.) AA), «..5 •«, Wo) = - y«(-a*_ y«x/g'- y') i*«PSyo(a^, yo, »u) , 
so kommt 

( ^"(^»yo,»«) = -|p-(-^+-^+^) 

und in der definitiven Gestalt 

(27.) < 

Wie man sieht, stellt die Gleichung (p{(Di)^ tfa^ «o) = ein elliptisches Paraboloid 
dar. Dasselbe kann auf folgende Weise construirt werden, wenn das Ellipsoid 
E und der feste Punkt A gegeben sind. Man ziehe irgend eine zur kleinsten 
Axe des Ellipsoids parallele Linie L^ und bestimme die Involution der in 
Bezug auf das Ellipsoid E conjugirten auf der Linie L liegenden Punkte; 
wenn die Linie L das Ellipsoid trifft, so sind die beiden Schnittpunkte die 
Doppelpunkte dieser Involution. Man lege durch den Punkt A und die Linie 
L eine Ebene, und beschreibe in derselben denjenigen Kreis, welcher durch 
den Punkt A geht, und in Bezug auf welchen die genannte Involution eben- 
falls eine Involution der conjugirten Punkte ist; wenn L das Ellipsoid ge- 
troffen hat, so ist dies derjenige Kreis^ welcher durch die beiden Schnitt- 
punkte läuft. Im Punkte A zieht man an den bezeichneten Kreis die Tan- 
gente, welche die Linie L im Punkte T schneiden mag, und verlängere die 
Linie AT aber T hinaus um sich selbst, dann ist der erhaltene Endpunkt ein 
Punkt des zu construirenden Paraboloids. 
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Um dem Ausdruck (17.) der Dichtigkeit eine andere Form zu geben, 
werde die Zahl p^ welche ungerade und grösser als die Einheit ist, gleich 
2m + 3 gesetzt, so kommt 

Die Ausfährung der m fachen Differentiation giebt 

= (fl,+i)(«,-i)...Ma-»)""'+("»+i)-|»»(m + 3)»4(j-a)-='4-- 

••.+(m+3)—(2»n+2)a-+»(3-«)-' 

wenn man, wie gewöhnlich, die &aw#ische Function mit F{a^ b^ Cy x) bezeichnet. 
Da nun vermöge der bekannten Relation 

F(a,b,c,x) = {i-x)'-^-^F{c-a,c-b,c,x) 
im gegenwärtigen Falle die Gleichung 

F(-m,m+3,4, ^) = (^)-*F(«»+i,-m-M,-^) 
besteht, so folgt aus (28.) die Darstellung 

Wenn man die Gleichung (16.) in die Form bringt 

,^f^ ., ^^ _ Kg-?)>^' , jV , (y«~ sa?)* (t>g— ?y)' , v2 

so ist leicht zu erkennen, dass in Bezug auf die Verbindungen a^— (, y— V) 
«~3 der erste Term von der dritten Ordnung ist, die übrigen Terme von der 
zweiten Ordnung sind. Aus der Grundeigenschafl der homogenen Functionen 
folgt daher 

und, wofern die Gleichung y(a?,y, ») = gilt, 

(30.) ;s.^(x-ö = iä^. 

35» 
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Demnach liefern die Gleichungen (9.) als Hälfsmittel zar Vereinfachung von 
(29.)- die Relationen 

und weil gegenwärtig j(— is + j) eine positive Grösse ist. 



(32.) r, = 



Man hat also 



r'"-*«»(8-»)-^* 



/ dtpY 



(KW 

(33.) ( _ g* . ,-^,^_,^j/ 3v it(-a+})r' . - 3(-»+i)r' 

(-.+,).» (^•.•<^)'),-K^y)' 

und dadarcb nimmt der Werth Ton v die folgende Gestalt an, wo wieder 
statt 2m + S die Zahl p eingeführt ist, 

Wir wollen jetzt das bisher Gefundene noch einmal zusammenfassen. 
Aus den Daten der Aufgabe, dem EUipsoid E und dem festen Punkt A, geht 
diirch die angegebene Construction das Paraboloid ^^oC^u^yu^^u) = hervor. 
Durch die mit dem Anfangspunkt A ausgeflUirte Fusspunktsconstruction ent-r 
steht aus diesem Paraboloid die Flfiche (p{x,y,si) = 0^ welche durch die auf 
der kleinsten Axe des EUipsoids E senkrecht stehende Hauptebene in zwei 
Theile getheilt wird; der Theil, welcher mit dem Punkte A auf derselben 
Seite der Hauptebene liegt, ist die in Rede stehende Fläche S. Bei der mit 
demselben Anfangspunkte A wiederholten Fusspunktsconstruction entspricht 
einem Punkte ix,y,z) der Flfiche S der Punkt (^,^29 ^2) der zweiten Fuss- 
punktsflflche, und aus den Coordinaten von diesen zwei correspondirenden 
Punkten wird der auf den Punkt (x, y, z) bezügliche Ausdruck der Dichtig- 
keit V zusammengesetzt. 

3. 

Man findet in dem Aufsätze „Snr les yolumes des surfaces podaires'^ von 
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Uirst im 62*'^" Bande dieses Journals p. 246 eine umfassende Mittheilung Ober 
die bekannt gewordenen Arbeiten, welche die Volumina von Räumen behan- 
deln, die durch Fusspunktsflächen von derselben erzeugenden Fläche und von 
verschiedenen Anfangspunkten begrenzt sind. Ich darf deshalb, ohne das 
Historische zu berühren, damit beginnen, dass ich den Zusammenhang der 
einschlagenden Fragen mit den Betrachtungen des ersten Abschnitts aufzeige. 
Wie an jener Stelle, sei der Anfangspunkt der Lothe A^ doch mit den Coor- 
dinaten ic^, t)^, }^^ die erzeugende Oberfläche So, ein Punkt derselben £o, 
mit den Coordinaten a\j, y»? »o; die Punkte B, J?'^ die Flächen K, S, S'^ die 
Coordinaten x, y, is, a/, y', z' mögen jetzt beziehungsweise B^, JB^, Ä^, 
Sa 9 S'a, XAy yA9 ^Ay XAy y^ 9 ^A genauut werden. Wenn dann der An- 
fangspunkt der Lothe A an einen beliebigen andern Ort des Raumes C räckt, 
so wird zum Zeichen der dadurch eintretenden Veränderung in allen ange- 
führten Stocken der Buchstabe A durch den Buchstaben C ersetzt werdra. Die 
Flächen S^ und Sc werden als geschlossene Flächen angenommen, und um 
die von solchen Flächen Sc eingeschlossenen Räume zu vergleichen, die rer- 
schiedenen Lagen des Punktes C entsprechen, soll die Beziehung der Punkte 
Ba und Bc aufgesucht werden. 

Um diese Absicht zu erreichen, kann man zunächst die Beziehung 
zwischen B'^, dem sphärischen Spiegelbilde von Ba in Bezug auf K^, und ^ 
Bc, dem sphärischen Spiegelbilde von Bc in Bezug auf K^ bilden. Wenn 
man die Gleichungen (4.) zuerst auf die Punkte A, Ba, B'^, und dann auf 
die Punkte C^ Bc, Bc anwendet, so kommt 



(35.) 
und 



XA-u-yA-^A^^A-U^'^ = -^ 



örco 



/ 



Xc—llc = 



(36.) ly'c-tfc^. 



^c^ic = 






^(^-u)^ 



^(*.-JJ-|^+-S(f^-f^) 






"^ 






Wo 



^ 
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dBtch Verbindong von 


(35.) 


ubd 


(86.) Win 


1 dann 






x'c- 


-3Fc 




'^'a-U 






"" -^cj^- 


-■^^(ß^A- 


5j+* ' 


(87.) 


ilf'c- 


-Vc 




v'a-^. 




^cu- 


-%S)(s^-A- 


■fj+i ' 




ac- 


-3c 


vr_ 




- > 1 4 • 



Geht man jetzt mit Hflife von (1.) von den Punkten £^^ ßc zu den Punkten 
Bj^^ Cj, zurück, so entstehen die verlangten Relationen 

Xc-\C = [X^-U) ^^^A-l^" ' 

(38.) \}ic-^c = {Va-Pa) ^(,^A-Uy ' 

ÄC-8C = i^A-iA) 2Q^A-Uy 

Diese Relationen enthalten keine Spur von der Fläche So, sie stellen 
zwischen den Punkten Bji und Bc die ganz allgemeine Beziehung dar, dass 
die Linien AB^g und CBc mit einander parallel laufen, und dass die Linie 
BjiBc auf den Parallelen senkrecht steht. Offenbar entspricht hierbei jedem 
Punkte des Raumes B^ ein und nur ein Punkt Bc, jedoch mit der Ausnahme, 
dass wenn B^ irgend ein Punkt derjenigen Kugelfläche &^^c wird, die durch 
die Punkte A und C hindurchgeht und diese Punkte zu den Enden eines 
Durchmessers hat, der Punkt Bc immer in den Punkt C fällt, und dass, wenn 
Bc ein Punkt von ^^^c wird, der Punkt B^ in den Punkt A fällt; auch 
wächst die Entfernung CBc nur mit der Entfernung AB^g zusammen über 
jedes Maass hinaus. Wenn man also den Punkt {x^, y^, ss^) alle Oerter 
innerhalb der geschlossenen Fläche S^ successive einnehmen lässt, so durch- 
läuft der Punkt (xc, tfcy «c) «W© Oerter innerhalb der Fläche S^ und zwar 
jeden nur ein Mal, wofern man die Kugelfläche ^^^c ausschliesst. Es mögen 
für den Augenblick zwei verschiedene Lagen des Punktes C mit Ci und C^, 
die entsprechenden Flächen Sc mit Sc und Sc, bezeichnet werden. Die 
Vergleichung der durch die Flächen S^ und S^ eingeschlossenen Räume 
kommt alsdann darauf hinaus, dass das Volumen des von der Fläche Sc ein- 
geschlossenen Raumes /Y/dxcdj/cäsc ttiittelst der Gleichungen (38.) in ein 
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nach den Variabein x^^ y^^ Za zu nehmendes Integral verwandelt werde, 
welches Ober den von der Flfiche £>^ umschlossenen Raum auszudehnen ist; 
dieser Raum bleibt von einer Aenderung der Lage des Punktes C unberahirt, 
und die betreffende Darstellung wird erkennen lassen, wie sich das in Rede 
stehende Volumen bei einer Aenderung der Lage des Punktes C mit ändert. 

Die angegebene Transformation erfordert nun nichts weiter, als die 
Bildung der Functionaldeterminante 

dx^ dy^ dzc 



^^'^--^±a^ö77Ä 



'». 



aus den Gleichungen (38.), welche eine sehr einfache Gestalt annimmt. Diese 
Erscheinung hat aber darin ihren Grund, dass die durch (38.) bestimmten 
Functionen zu einer Gattung von Functionen gehören, deren Functionaldeter- 
minante eine bemerkenswerthe Beschaffenheit besitzt. Es gilt nämlich der 
folgende Satz: 

Es bedeute f eine beliebige Function der Variabein x^^ a^, ... x^, 
und die Variabein li, I29 • • • S^ seien mit den Variabein o^i, a^, ... x^ durch 
die Gleichungen 

(39.) ii^xif, S2 = x,f, ...?« = ««/' 
verbunden, dann hat die aus den Grössen li, §2^ ••• I» in Bezug auf die 
Grössen X|, Xs, ... x^ gebildete Functionaldeterminante den Werth 

(40.) ^ = ;j±|.^...-^=/-.(^+.,^+...+ ..^). 
Der Beweis dieses Satzes folgt leicht aus dem System von Gieichangen 



(41.) 






}d§, = 



wenn man erwägt, dass bei jedem System von n^ Grössen, das die Form hat 

^1^1 ^1^2 ... XiOft 
X2O1 X2O2 . . . X^Of^ 



sowohl die Determinante, wie auch jede Unterdeterminante von jeder Ord- 
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nung bis zur zweiten einschliesslich herab verschwindet, und dass allein die 
Unterdeterminanten der ersten Ordnung, d. h. die Elemente, nicht Null sind. 

Wir wollen nun den Fall in Betracht ziehen, dass f eine rationale 
gebrochene Function der Grössen a^i, X2^ ... x» ist, und setzen 

(42.) ;=-|-, F=F(^> + F^^'^ + --, G = G^HG^^'^4--, 

wo F^^\ F^^'\ . . . G^^ G^^'^ ... die homogenen ganzen Functionen von der 
Ordnung i-, i^', • • • >^ 1^'» • • • sinA^ aus denen die Functionen F und G be- 
stehen. Alsdann erhalt man die Gleichung 

weil aber nach der Grundeigenschaft der homogenen Functionen 

(44.) f' Y 

iä, so kommt 

und die Fnnctionaldetenninante erhfilt den Werth 

(45.) J = ^2,2^{\+X-f».)F^'^&''\ 
WO die Summationen nach l und 71 auf die Ordnungszahlen ly l\ . . . und 

In dem Falle der Gleichungen (38.) treten die Grössen xc—^cy Vc—^cy 
^c—ic9 ^A^^Ay ÜA-'^Af ^a^Ia bezIchungsweise an die Stelle der Grössen 
Im ^11 I39 ^19 ^9 ^9 und die Zahl n ist gleich 3, femer kommt 

F = F^^^+F^'\ G==G^'\ 

F^^ =^ ^{xA-'Ur. F'''-^^{A%-l^c)ixA-U). 0^''^^ixA-U)\ 
und deshalb ergiebt sich fflr die zu bildende Functionaldeterminante Jc,^ der 
Ausdruck 
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Demnach erhalt man für den durch die Fläche Sc eingeschlossenen Ranm die 
gesQchte Volumenbestimmung 

Der auf der rechten Seite befindliche Ausdruck enthält die Coordinaten Xc^ 
!^C9 Sr des Punktes C unter den Integralzeichen nur im Zähler eines Bruches, 
und in keiner höheren Ordnung als der zweiten. Weil nun der Raum, über 
den das Integral zu nehmen ist, von der Fläche S^ begrenzt wird, also von 
der Lage des Punktes C unabhängig ist, so ist die Ausführung der Integration 
ohne Einfluss auf die Art und Weise, wie die Coordinaten Xc^ ^c^ }c ^^ ^^^ 
Werth der rechten Seite der Gleichung (47.) eingehen , und man gelangt zu 
dem Satze, dass das Volumen / 1 fdxcdycdzc einer ganzen Function zweiter 
Ordnung von den Grössen Xc, Vc^ 3c gleich ist. Nachdem dieser Hauptsatz 
von unserem Gesichtspunkte aus fixirt ist, liegt zu einer Ausfahrung desselben 
an diesem Orte keine Veranlassung vor. 

4. 
Es leuchtet ein, dass man die Gleichungen (39.) und den Ausdruck 
der Functionaldeterminante (40.) dazu benutzen kann, um die Transformation 
eines n fachen Integrals auszufahren, wie folgt, 

(48.) {n)j<h(xi^X2^...x^)(Ojd§id§2'-'d§n = (n)^^ 

Hier ist 0((ri,a^, ... x^) eine ganz beliebige Function der Grössen x^^ x^^ . . , 
x^y und ctf^ gleich der positiven oder negativen Einheit, je nachdem die Fun- 
ctionaldeterminante J einen positiven oder negativen Werth hat. Bei dieser 
Transformation sind aber einige Ueberlegungen anzustellen. 

Zunächst muss man sicher sein, dass die Functionaldeterminante J nicht 
identisch verschwinde. Von den beiden Factoren f "* und f+x^ ^^H — ^'^^S^' 
deren Product gleich ^ ist, kann der erste nicht verschwinden, ohne dass die 
Substitutionsgleichungen (39.) allen Sinn verlieren, dagegen verschwindet der 
zweite dann und nur dann, wenn die Function f homogen und von der — 1'*^'* 
Ordnung ist. Schliesst man also diesen Fall, bei dem die Aiisdracke x^f^ 
Xify ... x^f nur die Verhältnisse der Grössen Xt, . . . j?» enthalten, von der 
Betrachtung aus, so kann J niemals identisch verschwinden. 

Wenn vorausgesetzt wird, dass f eine eindeutige stetige Function der 
Variabein x^^ x^^ ... Xn ist, so liefet jede bestimmte Werthverbindung 
(^t, ^, . . . a;J eine gana bestimmte WerthTerbiBdnng (fi y &) . • . I^)- E^ ist nun 
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die Frage tu erörtern, unter welchen Bedingungen es unmöglich wird, dass 
zwei verschiedene Werthverbindungen Xi = ai^ 0^ = 02, .. « Xn^^^a^, 9nd 
(Ti = 61, a?2 = 62, ... x^ = b^ eine und dieselbe Werlhverbindung 1^ = «j, ... 
1^ = a^ hervorbringen. Schliessen wir die beiden Annahmen aus, ^ass die 
Functionalwerthe /"(öi, Oj, ... a») und /"(fe,, fea, ... 6«) einen verschwindenden 
oder einen unendlich grossen Werlh haben, so muss in Folge der Gleichungen 
(39.) die Proportion bestehen 

«1 : 02 : . . . : a« = 6| : 62 * • • • *» = «1 • «2 •• . • : a«, 
und man kann festsetzen, dass die Grössen 2^1, o?,, ... x^ sich von dem 
System (ai,a2,...aj zu dem System (^1,629 -^J so bewegen, dass für 
alle zwischenliegenden Systeme die Proportion 

Xi : X2 : • • . : x^ = »i : 02 • • • • • a« 
erfüllt bleibt. Es Ist alsdann möglich, dass die diesen Xi, 0^2, ... x« ent- 
sprechenden Werthe ||, ^29 • • - ^. sämmtlich die Gleichungen li=3ai, ... 
1^ == a„ befriedigen ; wenn aber diese Annahme, von der später die Rede sein 
soll, nicht zutrifft, so mflssen die betreffenden Zwischensysteme die Proportion 

$1:^2''"' :^^ = «i: «2:...:«» 
befriedigen. Schreitet jetzt die Variable Xi von dem Werthe ai stetig vorwärts 
bis zu dem Werthe 61, so bewegt sich die Variable li von dem Werthe a^ fort 
und zu dem Werthe a^ zurück; also kann es nicht fehlen, dass die Variable li 
wenigstens ein Mal auf ihrem Wege umkehrt, und dass wegen der festen 
Proportionalität der übrigen Variabein auch I29 • • ^» diese Umkehr mitmachen. 
Das heisst, es *giebt immer ein Zwischensystem a?i = JCi, Xi^X^^ . . . x^=:X^, 
welches das System ^1 = 5i, l2 = 5'2, ... !«=-?„ hervorbringt, und die Eigen- 
schaft besitzt, dass, wenn 6 und b' gegen die Null abnehmende positive Grössen 
sind, und wenn S eine gegen die Null abnehmende Grösse von festem, aber 
positivem oder negativem Zeichen ist, den beiden Werthsystemen 

a?, = jr,(l— «), X2 = -X2(l— «), . . . a?« =äX»(1— 6) 
und 

ar, = X,(l+0, x,=^X,{i+e% ... x.= JC;.(l+0 
ein und dasselbe Werthsystem 

correspondirt. 

Nun haben die Gleichungen (41.) die Bedeutung, wenn die Incremente 
i/X|, . . . dxn gegeben sind, die entsprechenden Incremente dii^ d^^^ . . . ^^ 
darzustellen. Dieselben Gleacbnogen liefern, wenn die Incremente dli^ij^s, ,.. 
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dSn gegeben sind, eine emdeutige Bestimmang der Incremente dxi^ dx^s •• dx^, 
wofern die Determinante /i einen endlichen von der Null verschiedenen Werth 
bat. Im obigen Falle, wo es sich um die Systeme {Z^^A2^...S^ und 
(Xi, Xj, ...-X,) handelt, weiss man, dass den Incremeulen J-T,, J^j^ .. ^^n 
der Grössen ^i, I29 . • . ^» ebensowohl die Incremente — «-Xi, — f-Xj, . , . —bX^ 
als die Incremente «'Xi, a'-Xj, . .. «'X der Grössen a?i, 0:2, ... x^ correspon- 
diren. Also muss für das Werthsystem X,, Xj, ... X^ die Determinante J 
entweder einen verschwindenden oder einen unendlich grossen Werth haben. 

Eine entsprechende Erwägung lehrt, dass, wenn für die sämmt- 
lichen Werthsysteme a?i, 0^2, ... a?,, welche mit Erfüllung der Proportion 
XiiiTj- •••^« = »i'Ö2:.-ö« den Uebergang von (ai,a2,...aj zu {hi^hi^ ...b^) 
stetig vermitteln, die Gleichungen f|=of^, ... ?« = «„ gelten, fflr diese 
Werthsysteme die Determinante J wieder gleich Null sein muss. Wir können 
deshalb die Beantwortung der zu entscheidenden Frage in der folgenden 
Weise zusammenfassen. 

Wenn man den Variabein a?i, a?2, ... x^ ein Gebiet von solcher Be- 
schaffenheit anweist, dass zwischen je zwei Werthverbindungen, bei denen die 
Verhältnisse der Grössen Xi, X2^ ... x^ beziehungsweise dieselben sind, der 
stetige Uebergang so bewirkt werden kann, dass die betreffenden Verhältnisse 
auch in allen Zwischensystemen dieselben bleiben, und dass weder die Function 

Bf Bf 

f noch der Ausdruck /*+ii^i^-^+***+a?i,-^-^ für irgend eine Werthverbiridung 

einen verschwindenden oder einen unendlich grossen Werth annimmt, so 
können innerhalb des bezeichneten Gebietes zwei verschiedene Werthverbin- 
dungen (a?!, a?2, ... a:,) durchaus nicht dieselbe Werth Verbindung (Im ^29 ••• ^O 
erzeugen; oder in andern Worten, dem in Rede stehenden Grössengebiet der 
Xi^ Xi^ ... x^ entspricht emfach ein bestimmtes Grössengebiet der li, I29 • • f.- 
Um das System der Gleichungen (39.) nach den Grössen Xi^ o^, ... x^ auf- 
zulösen, kann man das System von Gleichungen 

(49.) Xi = Si(fy X2 = S2(fy • . . x^ = ^^Q 
bilden, und die Function g der Grössen li, I2, ... I, durch die Gleichung 

(50.) Qf{x, , 0^2 , . . . a?0 = QfiSi p, ^2 p, . . . $„p) = 1 
bestimmen. Wenn die Function f wie in (42.) eine gebrochene rationale 
Function -^ ist, und wenn man die homogenen Functionen F^^^, G^^y . . . 

durch die Substitution x,==§i^ ... x^ = S^.m F^^\S), ... G^^^^X ••• üb«r- 

36* 
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gehen lä3St, so kommt ffkr q die folgende algebraische Gleichung: 

(51.) \''^'F^'^{S) + (f^''-'F^"^{S) + - = p^F(^^(^)4-()^'FC-'>(^)+-- 

F 
Wir wenden jetzt die Voraussetzung /'=-^ auf die Gleichung (48.) an. Die 

Begrenzung des Gebiets für die Integrationsvariabeln Xi^ X2^ ... x^ sei un- 
abhängig von den Coefficienten der Zählerfunction F und ausserdem so ge- 
wählt, dass innerhalb desselben weder eine der Variabeln Xi^ X2^ ... x^ noch 
die Function <P{xi^X2^ ... x^) unendlich gross wird, die Nennerfunction G 
aber nicht verschwindet. Weil F und G rationale ganze algebraische Functio- 
nen sind, so kann man dieses Integrationsgebiet in eine endliche Anzahl von 
Theilgebieten zerlegen, in deren jedem, mit Ausschluss der Begrenzung selbst, 
die vorhin entwickelten Bedingungen erfällt sind. Jedes dieser Theilgebiete 
kann man wieder in der Weise in zwei Stacke theilen, dass in dem einen 
Stack jene Bedingungen mit Einschluss der Begrenzung befriedigt sind, und dass 
das andere Stück zu dem »fachen Integral einen Beitrag von beliebig kleiner 
Grösse liefert; es ist deshalb erlaubt, bei der Betrachtung der Integ/rale auf 
die Stucke der zweiten Art keine Rflcksicht zu nehmen. Für jedes der in 
Rede stehenden Theilgebiete hat die Functionaldeterminante ein festes Vor- 
zeichen co^ = ±l, und jedem Theilgebiet entspricht einfach ein bestimmtes 
Gebiet der ^i, §2^ . • - f«« In der Gleichung, weiche entsteht, indem der aus 
(45.) entnommene Werth von J in (48.) substituirt wird, 

in)f<l^i§iQ, fip, ... l.e)w^rflirf?2...rf^« 

1= {n)j4^ix,,X2,...x,)^2,:S^{i+l^^^)F^'^G^^ 

stellt die linke Seite ein Aggregat von Integralen dar, welche sich über die 
bezeichneten Gebiete der ^1, I29 .*• Sn erstrecken. Die Constanten c der 
Function F kommen auf der rechten Seite nur in ganzen rationalen Verbin- 
dungen vor, folglich bleibt der Werth der rechten Seite auch nach AusfQhrung 
der von den c unabhängigen n fachen Integration eine ganze rationale Function 
der Grössen e. So entsteht der Satz, dass das auf der linken Seite von (52.) 
befindliche Aggregat von Integralen einer ganten rationalen Function der 
Coefficienten c der Zählerfunction F gleich ist, und dieser Satz schliesst den 
am Ende des vorigen Abschnittes hergeleiteten Satz über die Volumina der 
von Fusspunktsflächen begrenzten Räume als besondem Fall in sich. 
Bonn, den 3. Juni 1866. 
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lieber einen 8atz aus der Determinantentheorie. 

(Von Herrn Stern in Göttingen.) 



JlSezeichnet J das Product der 



n.» — 1 



Differenzen, die man erhalt, 
wenn man jede der Grössen Xi^ o^, ... x^ von allen folgenden abzieht, so 
ist bekanntlich 

J = 



1 «Ti (Ti . 

1 0^2 (r2 . 




i X, xl . 


. . xr^ 



Man kann ohne diesen speciellen Fall als bekannt voraus zu setzen, einen 
viel allgemeineren leicht beweisen. 

Versteht man nemlich unter C{xiX2...xi) die Combinationen mit unbe- 
schränkter Wiederholung zur Classe k aus den Elementen oti, 0^2, ... xi^ 
wobei die einzelnen Elemente in jeder Form als Factoren betrachtet und die 
einzelnen Formen addirt werden, so ist 



*-hl Ä+l 

(1.) C {X2...xi)'-C {xi. 



.xz-i) = (a?z— a?i)C(a?i...a:/). 



Denn wenn man den Ausdruck {xi—Xx)C(xi...xi) entwickelt, so heben sich 
offenbar alle Glieder auf, in welchen zugleich die Elemente Xi und xi vor- 

kommen, da jedem in C{xi...Xi) vorkommenden Gliede, welches x^x^^ enthält 
ein anderes entspricht, welches x^^xf^^ enthält, so dass das erste mit xi 
multiplicirt, dasselbe giebt, wie das zweite mit Xi multiplicirt. Es bleibt also 
nur die Differenz des mit xi mullipltcirteo Ausdru<^s C{xi,..^i). und des mit* 
Xi multiplicirlen Ausdrucks C{xi...xi^i), Andererseits heben sich ; in dem 

Ausdrucke C (a?2...a?/) — C (a5i...a?i_i) offenbar alle Glieder auf, welche nur 
aus den Elementen X2...xi^i zusammengesetzt sind. Es bleiben also von 

C (a^...aJz) nur die Glieder, welche den Factor a?/ enthalten, und von C (a?i...a?/_i) 
nur die Glieder, welche den Factor Xi enthalten, d. h. es bleibt auch hier die 

Differenz a?/C(a?2...a?/)— :riC(:ri...a?/«i). 
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Bezeichnet man, unter der Voraussetzung, dass m die Anzahl der 
Elemente ar^, x^, ... x^ ist, durch D {xpXg,..x^) die Reihe 

C (XpXg. ..Xv) + ai^jt^^C{XpXg. . .Xti)-^a2^^^^C (a?pa?j...a5j+'-'4-a*4.M+m^ 
wo ai^;t+m^ ^,Hm ^- ^' ^* beliebige Coefficienten sind, so bat man also 

D {xiX2*>*Xi^i) 
*+i * *-« 

*+i 

D {X2...X1) 

= C (aj2 • • • ^/) + öi,*+7-i C{x2...xi)+ Ö2,*+/-i C (j;? . . . 05/) H h a*^.!,*^./^! , 

und hieraus folgt unmittelbar^ vermöge der Gleichung (1.) 

(2.) I) (a:2...a5/)— Z) (aJi.,.j;/_i) = {xi-'Xi)D{xiiC2...xi). 

1 1 

Ist & = 0, so ergiebt sich von selbst D{x2...xj)'-D(xi... Xi^i) := a;/ — a?, . 

Sei nun 

(a?)i = ^+öi,n 

(o:), = ar^+ai,aaT+aa,2, ^ 



und man bilde die Determinante 



(3.) R = 






1 (a;.), («,), . . . (o:,), 



*— 1 



so findet man, wie bekannt, indem man die Glieder jeder Horizontalreihe von 
den entsprechenden Gliedern der folgenden abzieht, 



R = 



(aJ2)-(aJ,), (aJ,),-(<rO, 



ix,)-{x^t\ («.)-(a^^i), 



(«.)^-(a5.)._, 



a5» — a?* *— * 

also da — ^^^ = C (a?«a?J , wenn man aus den einzelnen Horizontalreihen 

Xm "^ Xn 

die Factoren Xj-^Xi^ x^—Xi^ ... a?,— a?,^i absondert, 
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R = (X2 — Xi){Xi — X2)...{x^ — X^i) 



1 b{xiX2) 

1 
1 D{x2X^) 



»—2 

D {xiX2) 

«^2 

D {X2Xi) 



Die in dieser Gleichung auf der rechten Seite befindliche Determinante ver- 
wandelt sich aber, unter Beräcksicbtigung der Gleichung (2.% wenn man das- 
selbe Verfahren wiederholt, in 



(jJj — Xi) (054— JJj) -"(Xn — X^i) 



1 b{XiX2X^) D{xiX'xXi) 



»—3 



1 D{x^2X^iX^) . . . D{x^2X^iXn) 



mithin findet man schliesslich, bei fortgesetzter Wiederholung desselben 
Verfahrens, 

(4.) R ^ d. 

Der im Eingange erwähnte bekannte Satz ergiebt sich also hieraus, indem 
man die sämmtlichen Goefficienten a^^^^ u. s. w. in den Werthen von 
{x)^i^ {x)^2 u. s. w. gleich Null setzt. 

Setzt man (a?)* = a;(a;+r)(a:+2r)...(a:+(Ar— l)r), wofür man auch a/'''^ 
schreiben kann, so hat man den speciellen Fall 



(5.) J = 1 xl'^ xT . . . a?r 



^•-l|r 



1 (ri»'- x^y 



x\ 



.»-l|r 



Da nun, wenn ""B den &*^" Binomialcoefficienten der Potenz x bedeutet, 
Y2 — fc"9 so folgt hieraus 






(6.) 



2^«.3— ».4— «...(n-l) 



1 


'^B 


'.ß . . 


. '.ß 


1 


1 
'•ß 


'.5 . . 


*— 1 


• 

1 


• • 

1 




• • • 

»-1 
. «-ß 



Nun kann man diese Determinante in die gleichwerthige 
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1 'i+^B *.+*i . . . "t+'ß 



1 «.+1^ x,+lß 



•— I 



verwandeln, indem man jedes folgende Glied der einzelnen Horizontalreihen 
zu dem unmittelbar vorhergehenden addirt. Aus dieser letzteren Determinante 
findet man wieder, indöiki man die ersten zwei Glieder jeder Horizontalrmhe 
unverändert lässt and jedes folgende in dem unmittelbar vorhergehenden 
addirt, die gleichwerthige Determinante 



1 '.+'ß '.+»ß 



a— 1 



1 *«+'Ä '-+'IB 



.+»Ä 



Bei Fortsetzung dieses Verfahrens ergebt sich also schliesslich 



(7-) 



1 'i+*B 'i+*B 



.+— >5* 



1 «.+»i '.+^B ... '.+^'5' 



2— *.3— ».*^...(«-l) 



Setzt man in diesem Ausdruckie allgemein X) = iBi+ Ar— 1, so geht ^ in 
2"~*.3"~'...(«— 1) über, also ist dann die Determinante der Einheit gleich*). 
Göttingen, im October 1865. 



*) Dieser besondere Fall findet sich schon bei BaUsur, Theorie u. Anwend. der 
Determinanten, 2. Aufl. p. 16. 
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Memoire sur les contacts multiples d^ordre quelconque 
des coorbes de degre r, qni satisfont h des eonditions 
donn^es^ avee une eourbe fixe du degr^ m; suivi 
de quelques r^flexions sur la Solution d^un grand 
nombre de questions coneernant les propri6t6s pro- 
jectives des eourbes et des surfaees alg^briques. 

(Par M. £. de Janquüres ä Paris.) 



1. XJe theoreme suivant resout^ d'une maniere generale, toutes les 

questions de contacts d'ordre quelconque des eourbes algebriques avec une 

eourbe fixe. Afin d'eu faciliter et d'en abreger Tenoncö, nous adopterons les 

notations suivantes: 

Notation s. t d^signe le nombre des contacts proposes, dont les ordres 
sont »1, i}2, ifs, . . . fi/-i, !•/,• 

f^ nombre entier, positif, pouvant dtre nul; 

Sf^ represente la somme de quantites donnees, prises i a i; par exemple 
^${a, b, c, d, ...) = (^c+abd+i$cd+bcd+*'' etc.; 

d, nombre des points doubles de la eourbe U^; 

D est le quatrinöme m^*~3m— 2J+2; ou, plus brievement, D =:m'— 2m+2; 
m! dösignant la cla$9e de la eourbe U^y qu'on suppose ne posseder aucun 
point de rebroussement; 

JC = rm— (fi| + «2H ni)-'p^rm — £{n^—p; 

T, exprime le nombre des points fixes par lesquels les eourbes Cr doivent 
passer. Parmi ces points donn^s, p peuvent dtre pris sur la eourbe fixe 
Un,; ils peuvent mdme, en tout ou en parlie, y dtre infiniment voisins 
les uns des autres, ce qui implique, pour les eourbes C^^ la condition 
commune d'avoir, avec U^y des contacts dWdres donnes en des points 
designes d^ff^... etc. , outre celle de toucber cette eourbe, en des points 
indetermines, par des contacts d'ordres fii, fi}, ... fit; 

J7(fij+1), designe le produit des t facteurs (fii+l)(ii2+l)..-(Mi+l); pareillement 

3'(D-2i), d6signe le produit /)(D-2)(D-4) . . . (D-2i); et 

Joanud für MathemaUk Bd. LXVL Heft 4. 37 
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n^^{X-i), designe le produit (Jif-i)(Jif-i-l)(Jlf-f-2) , . . (X-<+l); enfin 

fi expriine le nombre des courbes C^^ qui satisfont ä toutes les conditions pro- 
posees, autres que Celles des contacts eu des points indetermines de U^, 

et qui passent«) en outre, par »i+UaH h»* points fixes. 

Cela pos^, voici Tenonce du theoreme general dont il s'agit: 

Theoreme I. Si des courbes Cr, de degre r, doieent: 
V. toucher une courbe fixe U^, en t points disHncts et inditerminiSy par 
des contacts Vordres iti^ n^^ . . . itf^ respectitement; les indices n^, n2, ... Ht 
itcmt d*aiUeurs tels quon ait: «i+«2+ • • •+»<<;«»r— f—p + l; 
2^. passer par T points fixes , dont p sont pris sur U^y ä distance finie ou 
ä distance infiniment petite les uns des autres^ par groupes; 

'£{n)''T\ autres conditions , quelconques 



3^ enfin, satisfake ä [-^^^^^J^ 



mais itrangires ä la courbe U^; 

le nombre des courbes Cr, qui satisfont ä toutes ces conditions, est 
donne, en genäral, par la formule: 



(a.) iV=^../Z(i»,+l) 



nix-i), 

•acf— 1 

+ n ix-i)- 

+ .S (X-i)' 



-SC«) 

I 

2 

-SC») 

1 

-sc«) 



D(D-2), 

•D(D-2)(D-4), 



1 + ^/7 {X-i) 

1+ n {x-%)' 



-SC«) 

»—3 

2*-» 

^C«) 



<3>a 



2'-» 
-SC«) 



^F(D-2i), 



2«-» 

-SC«) 

f 



2' 



n {D-2i). 



Cette formule suppose que les indices n^ sont tous inegaux; le ca3 oA 
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qaelques-uns sonl egaux entre eux, donne Heu a une reduction qui sera in- 
diqnöe plus loin (VIII.)- 

Deux voies differentes conduisent a la formule {a.\ et constiiuent par 
cons6qnent deux modes de Solution, distincts quant a la forme, identiques 
pour le resultat; nous allons les faire connaltre successivement. Mais, afin 
d'dviter une inutile prolixite, nous n'en developperons quun seul avec un 
peu d'6tendue. 

Premiere Solution. 

II. Avant d'entrer dans le detail de la demonstration , qui est nö- 
cessairenient assez longue, comnien9ons par en faire connaltre Tesprit et 
la marche. 

On suppose d'abord que la courbe fixe U^ possede le nombre mcixi- 
mum de points doubles, savoir ^(m— l)(m— 2), de teile sorte que ses points 
se deterininent individuellement *), et Ton cherche le nombre iV' qui rösout, 
a Tegard de cette courbe, la question proposöe. On determine ensuite la 
diminution que les points doubles ont fait subir au nombre iV qui.serait re- 
latif ä une courbe du degre m douee de d points doubles seulement. Seit 
iV" le nombre qui exprime cette reduction; on a necessairement iV=iV'+iV". 

Quant a la cause de cette diminution, eile consiste en ce que des 
droites ou des courbes, qui passent par un point double d'une courbe, en y 
toucbant une des branches de cette courbe par un contact d'ordre n^ empruntent 
ä cette seule circonstance la propriete dWoir en ce point, avec la courbe fixe, 
un contact d'ordre ^+1- Cependant un tel contact a, par cela mdme, quelque 
chose de singulier^ propre a le faire eoarter du resultat fourni par les formules 
generales qui se rapportent aux contacts dWdre n+1, proprement dits. 

C'est ainsi, pour en citer l'exemple le plus simple, qu'une droite menee 
par un point double, remplit la condition d'une veritable tangente, puisqu'elle 
y rencontre la courbe en deux points infiniment voisins; et pourtant une teile 
droite est generalement exclue du nombre des tangentcs proprement dites, a 
cause du genre particulier, ou pour mieux dire singulier, du contact qu'elle 
a avec la courbe. 



*) Ceat ä. MM. Riemann, Clebsch et Chasles, qii'on doit, depuis peu de temps; 
de savoir qu'il existe dea courbes doudes e/feciieement de ce nombre maximum de 
points doubles; äcquisition utile pour la sciencc. 

37* 
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On sait d^ailleurs qoe, si Ton a quelque motif de regarder la droite mento 
par le point double, comme ^tant tangente a la courbe, on doit la compter 
pour deux tangentes, et non pas pour iine seule. U y a lieu pareillem^it, 
•ians chaque question, non senlement de determiner le nombre des confbes C^ 
qni salißfont aux conditions donnies par des contacts singaliers, en passant 
par un ou plusienrs points doubles de la conrbe fixe U^, mais encore de 
trouver F ordre de muUipliciti de chacnne de ces conrbes, afin d^en conclnre 
avec precision le nombre des conrbes tangentes dont eile tient lien dans la 
Solution generale du probleme propos£. 

III. Le Premier terme de la formnle (a.)^ savoir ,a . 11 (»<+! ) . JI (X— •), 

est pricisement le nombre iV'^ qui resout la qnestion proposee, ä Tigard d'nne 
courbe CC douee de ^(m — l)(m— 2j points doubles. La somme de tous les 
autres termes represente le nombre N" des courbes Cr qui, passant par lea 
points doubles que la courbe Ui possede en excedant de ceux de la courbe 
U^, ont des contacts singuliers en ces points avec Vi. C'est ce que nouB 
allons prouver successivement. 

IV. Supposons d^abord que les conditions, autres que Celles des con- 
tacts avec U^, auxquelles les courbes Cr doivent satisfaire, consistent exclusi- 
vement a passer par des points fixes, d^ou /^ = 1. Nous allons dimontrer que 

Theoreme II. Si des courbes Cr dowent: 
l^ toucher une cowrhe fixe U^, douie de ^(n»— l)(iii— 2) points doubles, 
en t points disHncts et inditermmis, par des contacts Vordres n^, n%y ... %^ 
respectwemnnt; 
2^. passer par T points fixes, dont p sont situis sur Ui; 

rCr I S) 
3^ enfin, passer par T' = ^ --^{^d—T autres points fixes itrangers 

ä la courbe Ui; 

le nombre des courbes Cr, qui satisfonl ä la question, est igal ä 

ib.) N' = ninM).n(x-i). 

Nous diviserons la demonstration en trois parties, pour y menager comme 
autant de points de repos. Dans la premi^re, nous prouverons que si la 
formule (6.) est vraie pour f—l contacts d'ordres «i, «29 •• »/-n ®11® ®st vraie 
pour / contacts dWdres ii|, »2, ... H/.i, 1. Dans la seconde, nous prouverons 
que, si eile est vraie pour f — 1 contacts dWdres i»i, »2, 113 ? ... ftf.i? et aussi 
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pour f eontacts d'ordres fii, ^h^ ••• f^i^n (^~~1X ^U^ ^'^^^ encore pour t contacts 
dWdres fii, n^, ... Hf.i, ii|. Enfin, dans la troisieroe partie, nous dimontrerons 
rexactitade des deux hypoth^ses sur lesquelles on s'appuie dans les denx 
premierea. 

V. Premiere partie de la demonstration. On admet que la 
fornmle (6.) est yraie poar <— 1 contacts d'ordres qnelconques, et il s^agit de 
pronver qn^elle est vraie ponr on contact de plus, Tordre de celai-ci 6tant 
6gal k Tonite. 

En effet, par an point x de üi,, il passe, d'apres Thypothöse, P conrbes 
Cr, dont chacune satisfait anx conditions donnöes et, en oatre, tonche Ui, 
en t—1 pointa indötermines, par des contacts dWdres Hi, n,, ... f^^^\ P 
ayant ponr valenr 

[rm— (fii+«2+'--+iti-i)~1-ri 

.[r»i-(iii4-ii2+— +%-i)-l-p-l] 
P = (»i+lX«2+l)...(%-i+l)-(.[m--(ii,+ii2+-+i^-i)-l-p-2] 



.[rm-(fii+i»2H h»<-i)-l-p-'+2]. 

Cbacone de ces courbes Cr coape CC ^n d'antres points simples, qae nous 
appellerons genMquement y, et dont le nombre est egal a 

Donc, a un point Xy il correspond, sur la courbe Ui, P,Q points y. Re- 
eiproquement, par un point y, il passe P courbes Cr, qui sont dans les mömes 
conditions; et, ä un point y, il correspond P,Q points x. Par consequent il 
y a, sur Ui, 2P.Q points x, dont chacun colncide avec le point y correspon- 
dant; c'est-a-dire qu'il existe 2P.Q courbes Cr, dont chacune touche encore 
une fois Ui par un contact simple, indöpendamment des /— 1 contacts d'ordres 
^19 <h) *h^ • • • ^/-i? qu^elles possedent toutesavec cette courbe fixe. Or'on a 

[rill— (fi,+ih+--+f»/-i)-p] 

.[rill— (»i+ftiH hfif-i)— p— 1] 

2P.Q = (fii+l)(«2+lj...(%_i+l).2.(.[rfii~(fii+ii2+-+«i-i)-p-2] 



.[rfii-(ii|+ii,+-f»/-.+l)~;>-/+l]. 
Ce qui est precisemenl la formule (6.), dans laquelle i>/ = l. 

VI. Deuxieme partie de la demonstration. On admet, comme 
d-dessus, que la formule (6.) est vraie pour f— 1 contacts Hj, n^, ... n^^^^ 
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et, en ontre, qu'elle Test aussi pour t contacts d'ordres Hi, n,, ... H/^i, ftf— 1; 
U s'agit de prouver qn'elle est vraie pour t contacts i»i, i»,, ... iif_i, n«^ 
qui sont les mömes qne les precedenls«, sauf le dornier qui compte une unite 
de plus. 

Par un point quelconque x de Ui, par les Uf—i points de Ui, infini- 
ment voisins du point x, et par les T+T autres points donnes, on peut, en 
vertu de Thypotbese, mener P courbes Cr, dont cbacune touche ül en <— 1 
points, autres que x, par des contacts d'ordres Hj, fh^ . . . ii/.i^ tandis qu'elle 
la touche au point x lui-möme par un contact dWdre n^— 1; P ayant 
pour valeur 

.[mi— (i»i+ii2H h«/-i)— «<— p-1] 

P = (fii+l)(ii2+l)...(n.-.i+l)-" 

).[rm — (iii + i»2H h»/-i)— «/— p— <+2] 

Cbacune de ces courbes coupe Ui en ^ autres points simples y, Q ayant 
pour valeur ß =nii— (ni+l)— (»«2+1)— • — (ii,_i+l)— p— f; car ici la partie 
soustractive s'accrott du nombre ty savoir: le point x et les t—1 points in- 
finiment voisins, qui sont, aussi bien que les p points donnes, pris sur Vi. 
Ainsi, a un point x, il correspond P.Q points y. Reciproquement, en vertu 
de la douxieme partie de Thypothese, par un point simple y de Ui,, on peut 
mener /{ courbes C^, dont cbacune la toucbe en /— 1 autres points, par des 
contacts d'ordres »i, iij, ... i»f-.i, et en un V^""^ autre point x par un contact 
d'ordre #«/— 1; le nombre R ayant pour valeur 

[rm- (»1+112+ - +»/-!+(«/ - 1 )) -p-1] 
. [m~ («1+112+ - +«._i+(»/-l )) -p-2] 
R = (ii|+l)(w2+l). . . («,-1+1) .«/. / . [m-(«i+ii2+-+«/_i+(«f-l))-7^-3] 



. [rwi- («i+«2+ •••+«/- -i+(»/--l )) -P-']- 

Ainsi, ä un point simple y, il correspond R points j?, dont chacuu est, pour 
les courbes C^., un point de contact d'ordre «,—1. Donc il existe, entre x 
et y, une relation algebrique de la forme 

(c.) .4.a;«(y''-^+Ä.y''-^-*+...etc.) + C.x^-*(y''^+..-etc.) + -.-etc. = 0. 
II est evident que le coefficient A n'est pas nul en general. Car si Ton 
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ßuppose le poinl y ä Tinfini, il n'y en a pas moins R courbes C, tangentes 
i IC dans les conditions pr^citees, et par consequent R points x correspon- 
dants; ce qui exige que le terme A.x^ existe dang requation. 

Actuellement , si Ton suppose x^y^ chacnne des courbes pour les- 
quelles cette circonstance se presente, a / contacts avec U^, d'ordres ni^ n, .. . fi^ , 
respectivement, donc salisfait ä Tenonce de la question. Or, dans ce cas, 
la formule (e.) devient du degre PQ+R en x seul; donc il existe, en ge- 
nöral, PQ+R courbes satisfaisant aux conditions donnees; et il est aise de 
voir que ce nombre est precisement celui qu'exprime la formule (6.). 

Vn. Troisieme partie de la demonstration. II s'agit enfin 
de demontrer Texactitude des deux hypotheses sur lesquelles reposent les 
rais «nnemeuts des §. V. et VI. 

Or, si Ton suppose que les courbes C^ forment un faisceau, c'est-ä- 
dire aient toutes les mömes points d'intersection (dont p situes sur UL) , et 
qu'elles doivent toucher Ui par un contact simple, on prouve immediatement, 
en raisonnant comme ci-dessus (V.)? que le nombre des courbes qui satis* 
fönt a la question est 2(mr~ji — 1). Donc, en vertu de ce qui a ete de- 
montre (V.), s'il s'agit de courbes Cr, ayant en commun un, deux, , . . «j— 1 
points de moins que ci-dessus, mais en revanche ayant avec Ui un seul 
eontact du premier, du second, ... du fil^""* ordre, le nombre des courbes 
satisfaisant ä la question devient, respectivement, 

3(rm— j> — 2); 4(rfii— /? — 3); . . . («i+l)(»w— p— Hj). 

Ensuite, en vertu de ce qui a ete demontre (VI.), on trouverait pour 
un deuxidme eontact d^ordre 1, 2, 3, . . . i»2 [le nombre des points communs 
aux Cr diminuant successivement d'une unite, de teile sorte que le nombre 

total des conditions donnees seit toujours ^ T ^^ ^^ trouverait, disons-nous, 
les nombres respeclifs: 

(«,+!). 2[(rm-(ii, + l)-jp).(m-(ii, + l)-jp-l)] pour ii2 = l; 
(«i+l)-3[(rfii-(ii,+2)-p).(m-(ii| + 2)~p~l)] pour n, = 2; 

(«i+l)(«2+l)[(rm-~(iii+fi2)-p).(rm— («,+«2)— P — 1)] pour 112=112; 
Et ainsi de suite, de proche en proche, en s'61evant cbaque fois d'une unite, 
seit dans Tordre du eontact, seit dans le nombre des contacts, jusqu'aux 
nombres et aux ordres de contacts exprimes dans les enonces des deux hy- 
potheses; ce qui demontre la proposition. 



296 Jonquidre», sur Ui problhnes de contact de$ caurbes algibriques. 

VIII. Remarquons que le nombre represente par la foramle (6.) est 
le nombre des groupes de points de contact. Si tous les indices n^ n^ • • • ih 
sont inegaux, ainsi que le supposent les enonces des theoremes I. et 11., c^est 
aussi le nombre des conrbes Cr qui satisfont a la qnestion. Mais sMl y en 
a qui soient egaux entre eux, q par exemple, chaque courbe se trouve, a 
cause de cette circonstance, repetee autant de fois qu'il y a d'arrangements 
possibles de q choses entre elles, donc 1.2.3... 9^ fois. Le nombre N' doit 
alors 6tre divise par 1.2.3... 9^ afin qu'il exprime sans repetition le nombre 
des courbes Cr qui satisfont a la queslion. 

Par exemple, si tous les indices sont egaux, Hi = fh^fh=^'"=^^^ 
la formule (6.) devient: 

(d.) N' =-^^^^irm-tn-p){rm-tn-p-i) . . . (rm-tn-p-t+i). 

IX. La courbe Ui peut ötre une conique quelconque; car les points 
d'une teile courbe se d^terminent individuellement. Les formules (6.), (d.)^ 
oü Ton fait m = 2, conviennent donc, sans modification, ä une conique gene- 
rale dans son degre. 

Ces formules conviennent, par le mdme motif, a une simple ligne 
droite; ce qui donne lieu au theoreme suivant: 

Theoreme III. Le nombre des courbes Cr qui ont, a/cec une droite 

r(r + ^^ 
fixe, t contacts Vordres »1, »2, ... «<, et qui passent par ^ ^ -^W 

points fixes, est egal ä /7(fi<+l).J[?^Jr--r(fi)-i]. 

Remarque. Une familie de courbes Cr [ou riseau dWdre ^(n)]^ 
qui passent toutes par ^^^^ ^ — 2{n) points fixes , peut toujours *tre re- 
presentee par une equation Fr{x,y) = 0^ du degrö r en a; et y^ dont les 
coefiGcients sont li6s par ^^^^ ~ ^(fi) equations lineaires, et par consequent 

restent soumis a une ind^termination d'ordre 2{n). Si Ton coupe le reseau 
par une droite arbitraire, chaque courbe donne naissance a un groupe de r 
points; T^quation F^^O devient du degre r en o; seul, et les cpefBcients 

sont encore lies entre enx par ^ T '^^(^) equations lineaires seuIemenL 

Quand une courbe du reseau touche la droite par un contact d'ordro n, 
Tequation Fr{x) = possede (n+l) racines Egales entre elles. Si une oourbe 
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du reseau toncbe la droite en deux points, par deux contacts d^ordres n^ et »29 
requation possede deux groupes de racines egales, Tun de »i + l racines, et 
Tautre de «2+I; et ainsi de suite. 

D'apres cela, le theoreme III. exprime une condition a laquelle les 
coefficients d'une equation du degre m doivent satisfaire, pour que cette equation 
ait t groupes de racines egales, »J"^'^"', wi"»'''*% . . . etc. , respectivement. 

X. Nous venons de deraontrer Texactitude du premier terme de la 
formule (a.), designe par N', dans le cas de fi = i. Nous allons, dans la 
möme circonslance, justifier celle de tous les autres termes, dont nous avons 
designe la somme par N". On a dejä vu (II.) quelle est Torigine de ces termes. 
Leur sorome exprime le nombre des courbes C^ qui, passant par un ou plusieurs 
des points doubles que t/^ possede en excedant de ceux de la courbe donnee U^, 
satisfont aux conditions de la question, mais par des contacts singuliers. II s'agit 
donc de deterroiner la provenance, Tespece, le nombre et Tordre de multiplicite 
de ces courbes. Pour cela, nous commencerons par etablir le lemme suivant. 

XL Lemme. Qaand une courbe Cr passe par un point double d 
dune autre courbe Ui^ et y touche une des branches de celle- ci par un 
contact (f ordre »—1, cette C^ touche tC, au point S^ par un contact singulier 
d ordre n, et en repr^sente T ^P^os6es; c'est-ä-dire que cette courbe 

doit etre compt^e pour o ' 

En premier Heu, il est evident qu'elle a, avec Ui, un contact singulier 
d'ordre n, puisque, independamment du contact d'ordre it— 1 qu'elle a, au 
point S^ avec Tune des branches de Ui, eile passe par ce point double, ce 
qui equivaut a un contact du premier ordre. 

Pour demontrer Tinfluence que la seconde partie du lemme attribue a 
un point double, examinons le cas oü les courbes Cr doivent avoir, avec la 
courbe fixe, un seul contact d'ordre n, et supposons que cette courbe seit 
une conique. D'apres ce qui a et^ dit (IX.), la formule (a.) donne alors 

N = („4.l)(2r-fi). 
Si la courbe fixe etait une droite, on aurait iV' = («+l)(r— «); donc, pour 
Tensemble de deux droites, iV" = 2iV' = 2(it+l)(r — «). La diflPerence entre 
les nombres N et N" exprime evidemment Tinfluence diminutive du point 
double dans la conique singuliere que le Systeme des deux droites repr^sente; 
c'est-ä-dire que N—N" exprime le nombre des courbes Cr, osculatrices 
d'ordre n ä cette conique, auquel equivalent les deux Cr qu^on pent Hiener 
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par le point d'intersection des deüx droites, et par les n—1 points infiniment 
voisins, soil sur Tune, soit sur Taulre droile. Or ou a JV— iV" = ii(« + l); 
donc chacune des deux C,. dont il s'agit equivaut ä ^ T courbes Cr, os- 
culatrices d'ordre n a la conique. D'ailleurs le degre de celle derniere courbe 
est evidemment indifferent ä rinfluence propre du point double, et par conse- 
quent le möme nombre ^ T exprime celle influence sur une courbe d'ordre 
quelconque; ce qu'il fallail monlrer*). 

Corollaire. Si une courbe Cr passe par deux poinls doubles d'une 
courbe t/« ^l possede^ en ces points respectiveraent, des conlacls singuliers 
d'ordres Wi, «2 avec tC, la courbe Cr en represenle ^'. ^^ ^^1 "r^ -^ W -r 
superposees. Plus generalement, une Cr qui passe par q points doubles d'une 
courbe U^,^ et possede, en ces points respectivement, des contacis singuliers 
d'ordres «i, «2 • • • », avec U^, doit 6lre comptee pour 

n, n^n,...ng (n, + l)(n, +i)(n, + i)... (rig + i) 
2« 
courbes Cr possedant des contacts de möme ordre avec Ui, mais en des 
points autres que des points doubles. 

XII. Cela pose, les contacts singuliers, dont nous chercbons le nombre, 
ne peuvent provenir que d'une des circoustances ci- apres, designees par 
(«). ißh ir)^ ••• etc., savoir: 

(a) Quand une courbe Cr passe par t points doubles de ül, et possede, 
en ces points respectiveraent, des contacts singuliers d'ordres »i, fh^ - - - nty 
avec Tune des branches de Ui; cette Cr est determinee et unique; 

(ß) quand une Cr passe par t—i points doubles de UJ,, y possede 
des contacts singuliers d'ordres Wi, th ... »,_i, respectiveraent, et- touche U^, 
en un autre point indetermine, par un contact de Tordre t non eraploye ä 
Tun des <— 1 poinls doubles; 

(y) quand une Cr passe par < — 2 points doubles de U^, y possede des 
contacts singuliers d'ordres Wi, »29 •.. «/-2 9 respectiveraent, et toucbe Uien deux 
autres poinls indeterraines, par deux contacts respectifs d'ordres w,_i, «,; 

etc 

((T) quand une Cr passe par deux points doubles de üi, y possede des con- 
tacts singuliers d'ordres »1, ii}, par exemple, et touche l/l en t—2 autres points 



*) On vdrifiera aisdmcnt qu'en appliquant le m^me mode de raisonnement au cas 
de deux contacts d'ordre quelconque^ on obtient identiquement le m6me r^sultat. 
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indetermines, par des contacts d'ordres n^^ n^^ , , , n,^ non employes aux 
poinis doubles; 

(«) enfin, quand une Cr passe par un poinl double de l/^, y possede 
ün contact singulier dWdre Wi, par exemple^ et touche V^ en t—i aatres 
points indetermines, par des contacts d'ordres Ui^ Ui^ ... H/. 

II faut donc chercher corabien de fois chacune des circonstances (a), 
{ß)'i (T)'i '-' (^)i (^)^ se presenle, et quel est Tordre de multiplicite de 
chacune d'elles. 

XIII. OccupoDs-nous, en premier lieu, de la circonstance designee 

par (a). Les -^^ -^ l—d = D' points doubles que ü'„, possede en ex- 

cedant de ceux de U^ peuvent ötre combines, ^ a /^ de plusieurs manieres 
distinctes; le nombre de ces combinaisons est 

1.2.3...« 
Dans chacune de ces combinaisons, on peut repartir les t contacts de 
1.2.3.../ manieres differentes entre les / points doubles qui la composent. 
Donc il existe, ei^totalite, 

Z)'(B'-l)(0'-2);..(»'-,+l) = °(»ri)(»=i),..(£=|+i) 

arrangements diiTerents de cette nature. 

Puis, dans un meme arrangement, on peut aflPecter le contact, tantöt 
ä Tune des branches de chaque point double, tantöt ä Tautre brauche; ce qui 
donne 2' varietes. 

Enfin chacune des courbes Cr ainsi determinees doit ötre comptee pour 

^^^^(«,+l)(«2+l)(«3+l)...(i*,+l), (Lemme XI); 
donc la circonstance (a) donne lieu, par equivalence, ä 

courbes Cr satisfaisant ä la question; c'est le dernier terme de la formule (a). 

Fassons ä la circonstance designee par (/9). 

Chaque courbe C^, qui s'y trouve comprise, touche V'^ en un point 
indetermine, par un contact d'ordre Uf^ et passe par /— 1 points doubles. En 
chacun de ceux-ci, eile possede, y compris le point double, un point de plus 
en commun avec la courbe Ui quMl n'y a d'unites dans Tordre du contact 
singulier affecte a ce point double. Donc, en vertu de (IV.), pour chaque 
combinaison de /— 1 points doubles et chaque röpartilion des contacts entre 

38» 
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les branches respectives de ces points doubles, il existe 

(ii,+l)[m~((ii,+l) + (»2+l) + - + (^/-i+l))-«t-/^] 
courbes C^, dont chacune a un contact d'ordre Uf en un point indetermine; 
c'esl-a-dire qu'il y en a, en totalite, 

(»,+i)(m-2:(«)-7~p+i) = (ii,+i)(jr-/+t), 

et chacune de ces courbes doit (XI.) dtre comptee pour 
D'ailleurs les D' points doubles de Ui fournissent 

..».a.'.(,-i) ^''^'-<K^'-^)-(^'-'+^) 

combinaisons distinctes, quand on les preud t—i ä /~1. Puis, dans chaque 
combinaison, les t—i contacts de nom different peuvent ötre repartis de 
1.2.3...(/— 1) manieres difiPerenles enlre les t—i poinls. Donc cetle repar- 
tition donne lieu ä 

DW-l)...(ß'-'+2) = -2-(-i^)-(^^^l^)- 
A cause des combinaisons deux a deux des branches des points doubles , 11 
faul multiplier le nombre precödent par 2^'\ Enfin chacune des courbes ainsl 
determinees doit 6tre comptee pour 

donc la circonstance (ß) donne lieu, par equivalence, a 



contacts, tels que n^y auxquels on aifecte le privilege de toucher la courbe 
Ui en un point indetermine. 

Comme il faul assigner successivement ce möme röle aux t—i autres 
contacts »i, »2, ... ft/.i, ^^ nombre ci-dessus doit ötre repete t fois, en 
faisant varier simplement chaque fois le numerateur du premier facteur fractlon- 
naire,,qui serait successivement 

(»1 1»2 . . . «f-i)^ («1 . «2 . . . ii<-2 • ni% («i . «2 . . . n/_3 . Hi^i . «/), etc. 

Donc la somme de tous les termes semblables, qni represente rinfluence 
totale de la circonstance (ß)^ est egale a 

c'est ravant-dernier terme de la formule (a). 
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Occupons nous actuellement de la circonstance (/). 

Chacune des conrbes C,. qui s'y trouve comprise, passe par /— 2 
points doubles et y possede des contacts singuliers. D'apres (IV.}r ^^ P^^^ 
mener {nt^i+l)(nt+l){X—t+2)(X—t+i) courbes Cry dont chacune touche 
Ui en deux points indetermines par des contacts d'ordres fi/_i et Uf^ et 
possede, en t—2 points doubles, des contacts singuliers d'ordres «i, «29 •.. «/-2^ 
respectiveroent. 

Les D' points doubles, pris /— 2 a /~2, fournissent — T' o' .4 "^n 

combinaisons distincles, dont chacune comporte 1.2.3 ... {t—2) arrangements 
differents des t—2 contacts employes, entre les t—2 points doubles de chaque 
combinaison, et enfin 2^~~^ combinaisons des branches de ces points doubles entre 
elles. Ainsi, pour chaque association de deux contacts, tels que ftf.i, Ui, 
auxquels on attribue le privilege de toucher Un, en deux points indetermines, 
on a, par equivalence, (chaque courbe devant ötre comptee 

'''''^;:f-"^ (ni+i)(>^.+i)...(n,-.+i) fois), 

n,n,^-nr^2 . njn,+l)^^n[^ ^D-2i) .in,^, + i){n, + i)iX--t+2)iX-t + l) 
courbes C^ satisfaisant a la question. D'ailleurs les t contacts peuvent dtre 
associes deux ä deux de 2 n^ai^i^res difförentes, dont chacune fournit 
un terme analogue au precedent. On a donc enfin 
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L_.n{n, + i).^Jl^{D^2i).{X-t+2)(X--t+^ 

courbes Cr resultant de la circonstance (;'); c'est precisement Tantepenultieme 
terme de la formule (a.). 

En continuant ä raisonner de la m6me mauiere, on arrive sans peine 
a reconnaitre Texactitude de tous les autres termes. La formule (a.) est donc 
d^montree, du moins dans Thypothese de /t = l. II faut maintenant examiner 
le cas oü ^ a une valeur differente de Tunite. 

XIV. On se rappelle que nous avons appele fi^ le nombre des courbes 
Cr qui, satisfaisant ä toutes les conditions proposees, autres que celles de 
toucher U^ en des points indetermines, par des contacts d'ordres »1, »29 • • • ^^ 
passent en outre par 2!{n) points fixes, ce qui acheve de les determiner. 

D'apres cette definition, si Ton considere Tequation generale Fr{x,y)^ du 
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degre r entre les coordonnees x, y; qu'on y substitue successivement k x e\ y 
les coordonnees de ces £{n) points; puis qu'on effectue relimination entre les 
£{n) equations (lineaires par rapport aux coefficients) auxquelles ces substi- 

lurions donnenl Heu, el les J" -- £ (n) aulres equations entre les coeffi- 
cients de Tequation generale Fr, qui expriment les autres conditions donnees, 
le degre de Tequation finale resultant de relimination, est du degre /i par rapport 
a ces coefficients; car ceci n'est qu'une aulre maniere de preseuter la defi- 
nilion de Tindice //. 

Or, en prouvant Texactitude de la formule (a.) dans le cas de fi = 1, 
nous venons de demontrer que requation finale, qui r^sulte de Telimination 
entre les equations (en fonction des coefficients) qui expriment les conditions 

des coutacts «i, w^, ... n,^ avec t/^, et les J" "^ —^(w) equations (li- 
neaires par rapport a ces coefficients) qui resultent de la Substitution a x et 
y, dans l'equation generale Fr{x,y)^ des coordonnees de tous les points fixes 
qui , dans cette Hypothese de /^ = 1 , completent seuls la determination des 
courbes, que cette equation finale, disons-nous, est du degre N par rapport 
aux coefficients; iV ayant la valeur donnee par la formule (a.) dans laquelle 
on supposo «/ = 1. 

Donc Tequation resultante de Telimination entre Tequation generale 

r f r 4- 3') 
t\\Xyy)^ donl tous les coefficients sont indetermines, et les Z equations 

qui les determinont en exprimant toutes les conditions donnees, quelles qu'elles 
Hoiont, sera, en yvneraly du degre fuN; c'est-ä-dire, qu^il y aura, en general, 
fiN Hystomos de valeurs des coefficients qui, substitues dans Tequation ge- 
nerale du dogro Ty satisferont a toutes les conditions donnees, et par con- 
H('*quonl qu'il y aura un pareil nombre de courbes Cr y satisfaisant aussi. 
(5. q. f. d. 

XV. Vax disant que la formule (a.) fait connaltre en gineral le nombre 
iU^H courbeH C, qui satisfont a la question, nous faisons allnsion aux Solutions 
NhitfulioroH qui peuvent y ölre confondnes avec les autres. Alors le nombre 
donn/t pitr la formule est trop fort d'une quantite qui varie avec les condi- 
llohH m<>num du problemc, et qui doit,' dans chaque cas, 6tre Tobjet d'nne 
di'tlorniinnllon npöcinlo, souvent difficile, parfois m6me impossible ä efFectaer 
Anun iVlnl nctuol de la science. 

Hi une teile circonstanco ae prösentait inopinement, noos voüIods dire 
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Sans qu'on püt en dtre averti a Tavance, la formule (a.) et celles qui en 
derivent perdraient de leur inter^t. Mais il n'en est heureusement pas ainsi, 
et il est generalement possible, en etudiant avec un peu d'attention les donnees 
particulieres du probleine, de decider a priori si la formule (a.) echappe ou 
non a ces cas d'exception qui la mettent en defaut numeriquement. 

Une discussion approfondie sur ce sujet nous entrainerait plus loin que 
ne le comportent les borues du present memoire. Mais nous allons etudier 
avec quelques details le cas oü les conditions que doivenl remplir les courbes 
Cr, outre Celles des conlacls prescrits avec J7„, sont de passer par des poinls 
fixes. On peut alors (T elant le nombre de ces points) assigner au norabre 
T une limitey au dessus de laquelle les Solutions singulieres sont impossibles, 
et oü par consequent la formule (a.) ne doit subir aucune reduction. Cette 
limite a d'ailleurs une plus grande generalite. Par exemple, s'il y a a la 
fois, parmi les conditions de la question, des droites ou des courbes, que les 
coarbes C^ doivent toucher (m^me par des contacts d'ordre superieur) ou 
couper sous des angles donnes, et des points fixes qu'elles doivent traverser, 
il suffit encore que le nombre de ces points fixes quel que soit d'ailleurs celui 
des courbes ou des droites, soit compris dans la Umite favorable dont nous 
venons de parier, pour qu'on soit certain a priori qu'il n'y a aucune Solution 
singuliere parmi celles dont la formule (0.) fait connaltre le nombre; ce qui 
elend considerablement, comme on voit, Tusage et les applications utiles de 
cette formule. 

XVI. On demontre d'abord que les seules courbes singulieres que la 
formule (a.) puisse comprendre generalement, sont des courbes Cr douees de 
branches doubles ou multiples, mais non pas des courbes Cr decomposees en 
courbes simples de degres inferieurs. En elTet, comme les brancbes simples 
d'une courbe ainsi decomposee devraient satisfaire ensemble a toutes les con- 
ditions donnees, et que chacune d'elles en particulier ne peut satisfaire qu'a 
4p(/>+3) de ces conditions, si p estson degre, il faudrait qu'on eüt, /?+5r+ ••• etc. 
etant egal a r, 

ir(r+3) ^ ^p(p+3) + l9(9+3)+...etc., 
ce qui est impossible. 

Au premier abord, il semble que le rodme motif devrait ecarter aussi les 
courbes a branches multiples. Mais on remarquera qu'une courbe Cr qui possede 
une brauche double ou multiple, satisfait par ce seul fait ä des conditions de 
contact, du mdme ordre de multiplicite que cette brauche, non seulement avec les 
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droit es oa les courbes donnees, mais aussi avec la conrbe U^ elle-m^me, 
ce qui diminue d'autant le nombre des conditions auxquelles les autres branches 
qui completent cette C^ doivent satisfaire. Par exemple, si la branche dont 
il s'agit est du degre p et si son ordre de muUiplicite est q, eile a, inde- 
pendamment de ses contacts effectifs, des contacts singuliers d'ordre q — l 
avec toales les coorbes qa'elle rencontre, et il suffit qu'une aulre courbe du 
degre r—pq satisfasse en mdme temps a ceux des contacts proposes et passe 
par ceux des poinis donnes, aoxquels la branche (C^)' demeure etrangere. 

Snpposons donc, ainsi que noos Tavons annonce, que les couditions 
du Probleme soient de toucher (7. par t contacts d'ordres »i, i»2, . . . fi# et 
de passer par des points fixes en nombre T. Supposons aussi que la branche 
(Cp)' ne passe par aucun de ces points fixes^ ou, si les conditions de contact 
avec U^ sont insuffisantes pour la determiner. qu'on ne lui affecte, parmi ces 
T poinis 9 que ceux (en nombre a) qui sont indispensables pour completer 
cette determination; de teile sorte (qn'on nous passe cette expression) qu'il 
en reste le plus possible a la charge de Tautre branche, qui est du degre 
r—pq. Ainsi la branche simple C, toucbe 17. , par / contacts d'ordres 
Hx^ H^i^ ... »/« en des poinis indelermines Xi^ x^^ ... xj, et passe par a 
points« pris parmi les points donnes, et on a 

Si Ton rogarde cette courbe comme snperposee q fois a elle-mdme, c^est- 
n-din> comme formant une branche de degre p, multiple d'ordre q, d'une 
courbe (\« eile salisrail seule, a cause de cet ordre de muUiplicite dont on 
la suppose douee« aux conditions suivantes, savoir: 

V\ de louchor V^ aux / points indetermines Xi^ X2^ ... xi, par des 
conlaols dordres ?v*i+l)-l^ ^(*;+l)-l, ... q^ni+i)-!^ respectivement; 

2\ de toucher l»^ par des contacts singuliers d'ordre q—i^ en cbacun 
do!» polntj^ y/H* 9h^y • • ^'^^ oü eile rencontre encore ü«. 

i'os poinis Hi peuvent, selon la valeur de p, ötre en nombre superieur 
ou iiiröriour ii t-L Nous admettrons la premiere de ces deux hypotheses, 
piiroouuo o'ost la seule qui doive se presenter dans les applications que nous 
roroiii» hUnxM (X.Xl. ol XXII.) de la formule (».); ce qui d'ailleurs n'altere 
paii Ion coust^quenoes que nous avons en vue. 

CoIm ^Int^U il fftut que Tautre branche de la courbe singuliere totale 
f\. laquoUo est du dogri r-pq, 

V\ \\MW pur los T— ee points fixes restants; 
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2°. complele, en chacun des points x^ et y,, les contacts prescrits «,, 

Dans le cas oü le nombre des points Xi et y, reunis serait inferieur, 
d'une qnantite ß, an nombre / des conlacts Ui, la branche C^_p^ devrait avoir 
encore, avec U^, ß contacts d'ordres prescrits, en des points indetermines, 
autres que les poinls x. et y^. 

D'apres ces condilions, pour que Texistence d'une courbe singnliere C^, 
ayant une branche (0^)% soit possible, il faul qu'on ait la relation 

Cr-mr-p,+ Il ^ T-»+|(„,-,„;-,+l)+7|'(„.-,+l), 
d'oü Ton tire 

et par consequent la limite cherchee est 

(,«.) T > i?:z:P?x^^±31_i;(,,)+^.:i'(„;)+«(^-i)+«, 

relativement aux solulions singulieres de Tespece [C^-p^ + CC^,)*]. 

XVII. Examinons en particulier les Solutions singulieres de Tespece 
(C^-2+C/), c'est-ä-dire celles ou une courbe Cr se decompose en une courbe 
du degre r — 2 et en une droite double ou conique infiniment aplatie. Dans 
ce cas, la limite assignee par la formule (m.) devient, a cause de p^i 
et 9 = 2, 

Ä 1=/ • = / 

Quatre cas peuvent se presenter; car une droite peut occuper quatre positions 
differentes par rapport ä f/„, savoir: 

1*". 6tre une tangente d'inflexion de U„,; 

2°. toucher U^ en deux points; 

3^ toucher U^ en un seul point, et passer par un des points donnes, 
ce qui acheve de la determiner; 

4:°. dtre simplement secante de U^ et passer par deux des points donnes. 
La premiere circonstance suppose que Tun au moins des contacts Ui soit >4; 
car une tangente d'inflexion, prise deux fois, a un conlact du cinquieme ordre 
avec U^; 

la seconde suppose que tous les indices «; sont -< 5 et que deux d'entre eux 
au moins sont >2; 
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la troisieme implique que Tun des indices »< est >2, <5; 
enfin la quatrieme suppose que tous les indices «^ sont <Z 3. 

Dans les deux preniiers cas, on a a = et -2'(»)) = 2; la limite 
est donc 

Dans le troisieme cas, on a a = l et -2'(ii.) = l'; la limite est 

6 i—i 

Enfin, dans le dernier cas, on a a = 2, -^"(«^ = 0; et par consequent 

Ce sont ces trois limites que nous avons fait connaitre dans une communi- 
catioH inseree aux Comptes-Rendus de TAcademie des sciences (Septembre 
1866). Les solutions singulieres de Tespece (C,_2+C^) seront donc ecartees 
toutes les fois que le nombre T satisfera, selon le cas, ä Tune des relations 
qui precedent, les autres conditions etant d'ailleurs Celles qui sont indiquees 
plus haut. 

XVIII. La formule (a.) suppose essenliellement que tous les indices 
«1, 112, ... «o sont inegaux. Les remarques dejä faites a ce sujet (VIIL) 
trouvent encore ici leur application. Si q de ces indices sont egaux entre 
eux, il faut diviser le nombre qu'elle exprime par le produit 1.2.3 ... q. 

XIX. Pour mieux fixer les idees, nous avons d'abord suppose que 
la courbe donnee U^ n'a que des points doubles. Si eile possede ä la fois 
des points multiples d'un ordre plus eleve et des points doubles (qui pourtant 
ne soient pas des points de rebroussement) , on commence par evaluer le 
nombre total d des points doubles, auquel les points doubles et multiples de 
U„, reunis sont equivalents, en se rappelant qu'un point multiple d'ordre s 
equivaut ä i«(«— 1) points doubles; c'est le nombre d ainsi obtenu, qu'il y 
a lieu de subslituer dans Texpression de D, pour qu'on puisse, dans cette 
circonstance, faire usage de la formule (a.). 

XX. Avant d'aller plus loln, montrons par quelques exemples que les 
resultats de cette formule s'accordent avec ceux que d'autres geometres ont 
obtenus, par des methodes tres-differentes, dans le cas particulier de r=2 *). 



*) Zeuthen, Nyt Bidrag til laeren cm systemer af Ecglesnit. Ejöbenhavn 1865. 
A. Cayley, uonibre des coniqucs d^termin^es par cinq conditions de contact. — Oomptes- 
Rendus de TAcad^mie des scienceS; t. LXIII. p. 9. (Juillet 1866.) 
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C'est d'abord ce qu'on verifie immediateroent, a Tegard des formules 
donnees par M. Zmthen dans tous les cas oü le nombre T des points fixes, 
par oü les coniques doivent passer, satisfait aux conditions de limite ex- 
primees dans le §. XV. 

Supposons, qu'on demande iV.[(£/^)^, Uß, 1/?], c'est-ä-dire le norobre 
des coniques qui passenl par un point fixe, touchent en un point designe 
une courbe du degre m, douee de d points doubles, et touchent cette roöme 
courbe, en un point indetermine, par un contact du second ordre. 

On a r = 2, / = 1, »i = 2, T= 3 et /? = 2 infiniment voisins sur U^^ 
d'oü a = \, La formule (a.) donne donc, pour le nombre cherche, 

N= 3(m'-m-2rf-2) = 3(m'-2) {Zeuth, p. 64). 

Si les donnees sont r = 2, /=1, »i = l, T=4 et/? = 3 infiniment voisins 
sur U„ au point 0, d'oü /i = 1, la formule (a.) donne 

mUo)\ {U^J. ip)] = 2m+m'-6 {Zeuth. p. 69). 

Si Ton a r = 2, / = 2, «4 = «2= 2, T=l, /? = 0, d'ou /^ = 1; on trouve, en 
ayant egard a la remarque du §. VIII. , 

N[2{U^^)\lp] = fm''-9m'-9/' {Zeuth. p. 77), 

en posant *' = 3m(m— 2) — 6rf. 

Soit encore r = 2, w = 2, T=2 et les coniques doivent toucher une 
droite donnee, d'oü fi = 2; la formule (0.) donne 

N{U^, 2p, Irf) = 6m' {Zeuth. p. 56). 

etc. etc. 

XXI. Quand le nombre T n'est pas compris dans les limiles favo- 
rables, la formule (a.) englobe a la fois les courbes pures qui satisfont ä 
la question, et les Solutions singulieres produites par les courbes ä branches 
multiples qui y satisfont aussi. Dans le cas de r=2, qui nous occupe en 
ce moment, ces Solutions singulieres, dont le nombre est ä defalquer, sont 
des coniques infiniment aplaties ou droites doubles. II est souvent facile 
de les discerner. Citons quelques exemples. 

Soit r = 2, / = 2, «, = ii2 = l, T=3 et/? = 2, infiniment voisins en 
6 sur U^, d'oü ^t = 1. 

La formule (a.) donne, pour le double du nombre total des Solutions, 

2N[U,,2{U^\ Ip] = iii*+2«'-17iii^-.2iii+4rf'-4mM-4md+36rf+40. 

39* 
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Les Solutions singulieres proviennent de la droite, regardee comme double, 
qui Joint le point donne au point 6; elles sont donc au nombre de | (m— l)(m— 2), 
et chacune doit ötre comptee pour deux. Le nombre a soustraire est donc 
2(wi'-3w + 2), et il vient 

2JV = iii*+2m^-19m'+4m~4iiiV-4mrf + 4(f+36rf+36; 

ce qui s'accorde avec la formule (lO**.) de 31. Zeuthen, p. 49, en y faisant, 
conformemenl aux formules de M. Plücker, 

n = w(m-l) -2rf et 2t = (»~m) {n + m-9) + 2d. 

Le cas de N{U^y U^Ap) donne lieu a une verificalion semblable. 
Pour r = 2, / = 3, «, = », = «3 = 1, T=2, /? = 0, rf=0, .u = 1 , la 
formule (a.) donne, en ayant egard ä (VIIL), 

N[[W^,2p\ = iw(m~2)(iiiH5m^-17m'~45m+104). 

II faut retrancher de ce nombre celui des Solutions singulieres produites par 
la droite qui Joint les deux points donnes, regardee comme double ou comme 

etant une conique infiniment aplatie. II y en a donc ^K^— A^— ; ^ ^^^j 

chacune doit 6lre comptee pour 4; ainsi il faut retrancher |m(m— l)(w— 2), 
et il vient 

N.[W^,2p\ = im(m-2)(m*+5m^-17m--49m+108) {Zeuth. p. 37). 
On verifierait de möme la formule relative k N(U^^2U^yip), 

Soitencore r=2, /=2, »1 = 3, »2 = 2, T=0, et, pour simplifier, rf=0. 
La formule (ö.) donne 

N = 18w*~48w^-114mH288m. 

Les Solutions singulieres sont dues aux tangenles doubles de U^ dont chacune 
serait regardee comme une conique infiniment aplatie et comptee six fois. 
Le nombre a soustraire est donc ici 

J = 3w»(wi-2)(w'-9) = 3m*--6»i^~27m'+54w. 
Et il vient 

N[iU^)\(Uj] = 15m*-42iii^-^87mH234m,- 

resultat conforme ä celui que M. A. Cayley a enonce dans les Comptes- 
RenduSy loco citato. 

Nous ne multiplierons pas ces exemples, qui se reduisent a de simples 
verifications numeriques, et nous nous bornerons ä ajouter qu^on trouve ainsi 
directement, par la formule (a.), un grand nombre de Celles contenues dans 
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le memoire de M. Zeuthen. Oii peut ensuite en deduire d'autres par la Irans- 
formation polaire, les coniques ne changeant pas par cette transformation. 

Quelques-unes, en pelit nombre, ne semblent pas pouvoir se conclure 
aussi facilement, ou du nioins aussi directemenf, des considerations qui pre- 
cedent. Par exemple, si Ton cherche, N{A{U^)^ip) ou N{iU^y^2(U^))^ 
toule droile double menee par le point donne dans le premier cas, et toule 
langenle de U^, regardee comme droile double, dans le second cas, salisfait 
ä la question, ä titre de Solution singuliere. Cette infinite de Solutions^ qui 
entraine indetermination, denote simplemenl qu'il est alors necessaire d'employer 
un autre procede pour decouvrir le nombre des Solutions singulieres. C'est 
ainsi que M. Zeuthen, profitant d'une circonstance particuliere aux sections 
coniques, est habilement parvenu a des resullats Ires-complets concernanl ces 
courbes. Les eiemples que nous venons de eiler montrent comment ces re- 
sullats se raltachent ä la formule generale (a.). 



Deuxieiue mode de Solution. — Reflexions generales. 

XXII. C'est en faisant usage d'une courbe V^, douee de i 

points doubles, que nous sommes parvenu ä resoudre la question generale que 
nous nous etions proposee, et il est clair, par des molifs identiques, qu'on y 
pourrait employer avec le mäme succes d'autres courbes l/^^ douees de points 
multiples, pourvu que leurs points se puissent detenniner individuellement ; 
car c'est la -^eule condition indispensable qu'elles doivent remplir. De ce 
nombre sonl, par exemple, les courbes douees d'un point multiple d'ordre m— 1, 
dont nous faisions deja usage en 1861 pour demontrer diverses proprieles des 
courbes les plus generales *). Mais il est clair, par le mdme molif, quMI n'est 
pas moins legitimement permis d'employer, dans les recherches de cette nature, 

les courbes du degre m qui, au lieu de v^"~" ^^^*"~ ^ points doubles, en 

possedent ^ ,r" , c'est-ä-dire de simples systemes de iw droiles; car les 
points de chacune des branches d'une teile courbe, peuvent aussi se determiner 
individuellement. 



*) Voir dans le Journal de Liouville, 2^ sdrie, t. VI, 1861, notre memoire sur les 
courbes g^ora^triques, §. XVI. 
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Nous reviendrons lout a Theure, et avec quelques delails, sur ce prin- 
cipe qui peut surprendre an premier abord; car noos aarons d'autres con- 
sequences ä en tirer. Mais avant d'aborder ce sujet d'une maniere plus gene- 
rale, montrons que Temploi d^un Systeme de m droites eüt pu nous condulre 
a la Solution du probleme qui fait Tobjet de ce memoire, aussi bien que Fa 

fait une courbe proprement dite, douee de 2 "~ points doubles. 

XXIII. On con9oit d'abord qu'en raisonnant sur les m droites, 
abstraction faite de leurs points d'intersection (qui sont les points doubles de 
cette quasi -courbe du degre m), on obtiendra une formule analogue a la 

formule (6.) du §. IV. Ensuite, calculani Tinfluence diminutive des — ^ — - 

points doubles, comme il est dit dans les §. XI. et suivants,^on trouvera un 
nombre qui, ajoute au precedent, sera precisement le nombre cherche. La 
formule qui exprime celui-ci sera donc, quant ä sa composition et ä sa forme, 
semblable a la formule (a.). Mais il y a plus; les deux resultats sont iden- 
tiques. Sans entrer a cet egard dans de longs details, nous nous bornerons 
a prouver Taccord des resultats dans deux cas individuels de la question, 
savoir, celui d'un contact d'ordre n avec une courbe fixe U^,, et celui de 
deux contacts d'ordres ^1 et ^. 

II suffit d'effectuer cette verification dans Thypothese de /i = i. 

1" cas. On demontre d'abord, comme nous Tavons fait (VI.), que 
le nombre des courbes C^ qui satisfont ä la question, quand la courbe U^ est 
une simple droite, est 6gal ä {n+i)(r—n—p\ ce qui en donne («+l).m(r— «— p), 
pour les m droites. Reste a caiculer le nombre et Tordre de multiplicite de 
Celles qui ont un contact singulier d'ordre n en Tun des points doubles. 
II n'y en a evidemment que deux pour chaque point double, passant chacune 
par ce point double et par les n — i points infiniment voisins sur chaque 
branche (c. a. d. sur chacune des deux droites qui s'y croisent); ces courbes 
doivonl d'ailleurs ötre comptees pour |«(ii + l). Donc les ^»1(1» — 1) 

poinis doubles donnent lieu ä -^ — ^ni(iii— 1) courbes C^, satisfaisant a la 
question par un contact singulier. Ajoutant ce nombre au precedent, on trouve 
enfin, pour le cas d'une courbe U^ generale dans son degre, 

yV= (//+!). m(r-it-p) + ^-iiw(m-l) = ^.(2r+m»-3ii-2p); 

i;e qui s'accorde avec la formule (a.). 
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2* cas. / = 2, les contacts donnes sont d'ordres »i, i»2- La formule 
(ö.), developpee, si Ton y suppose /? = 0, pour plus de simplicite, donne 



(*.) N=^J^'+^^J 



m^. Hifh+m? (2r/ji + 2r»2 ~ 6wi t^) 



^A- m (4r^— Grui— 6m2—2n] — 2«.2 — 2«i — 2»2+ Tnifh) 

Cherchons le meme nombre par Tautre procede. 

' On a d'abord des courbes Cr ayant, avec chacune des m droites, deux 
contacts d'ordres i^i et ^; puis des courbes C^y ayant un contact d'ordre Hi 
avec une droite et un contact d'ordre r^ avec une autre droite. Le nombre 
total de ces courbes est, comme il est aise de le voir par ce qui precede, 
egal a 

w(«i+l)(w2+l)(r-«|-ii2)(r-iii-»2-l) 
+ m(m-l)(W|+l)(i»2 + l)(r-fi|)(r-iia). 

II faut actuellement chercher combien il y en a, par equivalence, qui satisfont 
aax conditions donnees, en touchant les droites par des contacts singuliers, 
en leurs points mutuels d'intersection. 

Celles qui ont un contact singulier en un point double ävec une droite, 
et qui touchent, par le deuxieme contact propose, en un point indetermine, 
une autre droite ne passant pas par ce point double, sont, par equivalence, au 
nombre de 

'''^%"^^^ (ii2+l).m(m~l)(iii-2)(r-ii,) 

+ '^"^(«i+l).m(m-l)(m-2)(r~^,). 

Celles qui passent par deux points doubles , en y touchant deux droites par 
des contacts singuliers d'ordres i^i, ^, respectivement, sont equivalentes ä 

^(w, + l)(«2 + l).m(iii~l)(iii^-m-2). 

Celles qui ont, avec une droite, un contact singulier en un point double et 
qui ont, avec cette möme droite, Tautre contact donne, mais en un point in- 
determine, sont, par equivalence, au nombre de 
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Enfin Celles qui onl, avec une droite, un contact singulier en un point double, 
et qui touchent par Tautre contact, mais en un point indetermine, la deuxieme 
droite passant par ce point double, sont äquivalentes a 

Ajoutant ensemble tous les nombres qu'on vient de trouver, on reproduil 
identiquement la formule (&.); ce qu'il s'agissait de constater. 

La meme verification peut se faire pour trois, pour quatre ou pour un 
nombre quelconque de conlacls. Apres ce que nous venons de dire, ce n'est 
qu'une question de patience et de caicul numerique^ sur laquelle il nous semble 
inutile d'insisler. 

XXIV. Ces exemples et beaucoup d'autres qu'on pourrait citer con- 
firment, au point de vue pralique et numerique, la verile du principe dont 
nous avons fait usage en disant qu'on peut legitimement conclure les pro- 
prieles d'une courbe generale da degre m, de Celles d'une autre courbe par- 
ticuliere du m6me degre, pourvu quon tienne un compte exact de finfluence ex- 
ercee par les particularites de celle-^ci sur la Solution de la question proposee. 

Au fond, ce principe decoule direclement de la loi de continuite^ a 
laquelle sont soumises les fonctions algebriques, et il reyient a dire que, dans 
toute question concernant ces fonctions, le nombre des Solutions reste invariable, 
quelles que soient les condilions parliculicres qu'on y introduise, pourvu qu'on 
ait egard aux Solutions nullcs, infmies, imaginaires, et ä Tordre de multiplicite 
de chacune d'elles; car ceci n'esl, en derniere analyse, qu'une autre maniere 
d'exprimer le theoreme fondamental de la theorie des equations, savoir, qu'une 
equation algebrique enliere et rationnelle du degre n^ possede toujours n ra- 
cines reelles, ou imaginaires de la forme a+b^—i, 

II peut Sans doute se presenter des difficult^s dans Tappreciation du 
nombre Aes Solutions dissimulees ou confondues en une seule, mais jamais 
disparues, dont il y a lieu de tenir compte quand on veut remonter au cas 
general de la question ; il peut m^me arriver des cas d'indetermination plus 
embarassants encore*); mais ces difficultes exceptionnelles, qui prouvent sim- 



*) Cela arrive^ quand le cas particulier qui a 4i6 choisi rend infini le nombre 
des Solutions eberchd. II faut alors^ ä d^taut du cas g^n^ral, choisir un autre cas 
particulier qui ne donne pas lieu ä une teile ind^termiuation. 
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plement la necessite d'une grande attention et d'une reserve prudente dans 
Temploi du principe dont il s'agit, n'en infirment en aucnne fapon la verite. 

XXV. Quand on fait usage d'une courbe propremenl dite du degre m, 
douee de 2 points doubles, la seule difficulte consiste a lenir 
compte de Tinfluence d'un de ces points doubles. Car si cette influence est 
connuü pour un seul point double, on en conclut aisement celle qui doit dtre 
attribuee ä deux ou ä un plus grand nombre d'entre eux. Or cette deler- 
mination est facile. Car les coniques etant des courbes dont les points se 
determinent individuellement, on sait, en geueral, resoudre directement, a 
Tegard de ces courbes, la question qu'on a en vue; et comme on sait aussi, 
par le m^me motif, la resoudre relativement a une simple droite, on peut, 
en considerant le Systeme de deux droites comme representant une conique 
a point double, et comparant les deux resultats obtenus ainsi, Tun directement 
et Tautre indirectement, on peut, disons-nous, en conclure sans incertitude 
Tinfluence du point double, et parliculierement Tordre de multiplicite de chacune 
des Solutions auxquelles il participa; ce qui est, en general, le na^ud principal 
de la difficulte (XL). 

XXVI. Quand on fait usage, pour decouvrir ou demontrer un theo- 
reme, uon plus d'une courbe U^ proprement dite, douee de points doubles, 
mais d'un Systeme de m droites, outre la difficulte relative aux points doubles, 
qui est la mäme que firecedemment et se resout aussi de möme, il s'en 
presente, dans certains cas, une autre provenant de ce que chaque droite peut 
ötre regardee a la fois comme etant une brauche de la courbe, et comme 
etant une tangente dWdre quelconque menee ä la courbe par un point pris 
arbitrairement sur cette droite. Alors il ne semble pas aise de determiner 
Tordre de multiplicite quMl convient d'attribuer a chacune de ces tangentes, 
confondues avec la courbe selon une seule et möme ligne droite*). Mais 
nous devons ajouter que cette derniere ambiguite se presente rarement dans 



*) Gertaioes consid^rations, en partie th^oriques et en partie num^riques^ semblent 
iudiquer que chacune des droites du systfeme doit 6tre compt^e comme representant 
autant de tangentes simples, doubleS; . . . multiples, du premier^ du second; ... du 
n'^oB« ordre, qu'il est marqu^ dans le tableau ci-aprfes; ces tangentes ^tant confondues 
en une seule, et comme couch^es sur la droite elle-m^me qui est une des branches 
de la courbe. Nous ne donnons toutefois ces nombres que sous toutes Hserees, at- 
tendu que nous n'attribuons pas aux raisons, d'oü nous les avons d^duits, la valeur 
d'une d^monstration. 

Quand une courbe U^ d^g^n^re en m droites, chacune de ces droites devrait, 
quand la question le comporte, 6tre consid^r^e comme representant: 
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les applications, et semble ötre bornde, sauf peut ötre un petit nombre de 
questions, au cas ou r = 2, c'est-a-dire au cas ou les courbes, mises eo 
relation avec la courbe fixe U^y sont des coniques. 



2(1»— 1) tangentes simples de Um 

ou -y . 2'(iii — 2)(m — 3) tangentes doubles de I/« 

ou — _.2'(iii — 2)(m — 3)(m — 4) tangentes triples de U^ 



superpoB^es. 



1 
ou -T-o~ö 2"(m— 2)(m — 3) . . . (m — n— 1) tangentes »•«p'«» 

ou 3(iit-— 2) tangentes d'inflexion; 

ou 4(ffi-- 2) tangentes de double inflexion (quadri-ponctuelle) 

ou «(m— 2) tangentes n-ponctuelles ' 

£n les comptant pour telles^ on trouve imm^diatement, pour le nombre f des 
tangentes d'inflexion d'une courbe g^o^rale Um, la formule connue 

f = 3m(m— 2). 

S'il s'ai^it des tangentes doubles d'une courbe U^, le tableau ci-dessus indique 
que les m droites repr^sentent d'abord 2m(m — 2)(m— 3) tangentes doubles. fen 
outrO; chacune des droites qui Joint un point double ä un autre point double ^tranger 
aux deux droites qui passent par celui-lä; repr^sente quatre tangentes doubles super- 
posdes. Or il y en a ^[^ "»(^^^O . (>^-2X>^-3) j ^ ^^(^_2Xm«-4m+3); donc 

ces droites sont äquivalentes ä |m(m — 2)(m'— 4m + 3); tt si Ton ajoute ce nombre 
au prdcddent, on retrouve la formule connue 

i = ^»1(111 — 2) (m»— 9). 

Supposons qu'on cherche^ toujours par le m^me proc^d^^ le nombre des coniques qui^ 
passant par deux points fixes^ toucnent une courbe Um en trois points distincts. 

On trouve d'abord, par un calcul facile, pour le nombre Pi' des coniques pro- 
premcnt dltos, la formule 

jy, ^ >»Cm-1X^-g) (^^.^em'-19m--12). 

Mais il faut oncoro ajouter ä ce nombre celui des coniques k point double, dont cbacune 
so coinpoHO de la droito qui Joint les deux points donn^s conjointement avec Tune 
dos m droites dont est formte la courbe particuli^re Um qui sert ä Tinvestigation. 

Or, d'aprös le tableau ci-dessus, chacun de ces coniques doit ^tre compt^e 
pour |(w—2X»«— 3X^—4). Donc, ^uisqu'il y en a m pareilles, le nombre k ajouter 
est jm(m — 2)(m — 3)(iii — 4), et il vient 

JV = im(m-2)(m* + 5iii'-i7m'-49iii + 108), 

00 qui s'accordo avec le rdsultat donnd par M. Zeuthen, p. 37, et avec celui que j'ai 
moi-mAmo trouvd plus haut (XXI). 

Hupposons oncore qu'on demande le nombre des coniques qui, passant par 
doux points fixes, touchent une courbe Um par un contact du troisi^me ordre, et qu on 
onipluio, pour cette recherche, un sjst&me de m droites. On a d'abord: 
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XXVII. S'il etait necessaire d'invoquer des autorites a Tappui des 
consideratious precedentes, nous citerions le Tratte des proprielis projectives, 
dans lequel M. Poncelet se sert souvent, pour decouvrir les proprietes de 
coniques quelconques, de celles du cercle, c'est-a-dire de la plus simple 
de toutes les courbes du second degre. Nous pourrions citer aussi Texemple 



1**. 4 — ^^ — - = 2m(m— i) coniques k point double, dont chacune est formte 

par les deux droites qui joignent les deux points donn^s ä chacun dos points d'inter- 
section des m droites deux k deux, et doit ^tre compt^e pour 4; 

2^. 4m(m — 2) coniques k point double, dont chacune est formte par la 
droite qui Joint les deux points donn^s conjointcment avec l'une des m droites, compt^e 
pour 4Qjii — 2) d'apr^s le tableau ci-dessus. On a donc, en totalit^ iV = 2m(3m— 5); 
ce qui s'accorde avec le r^sultat donn^ par M. Zeuthen, p. 81, et avec mes formules. 
On trouverait pareillement, en emplojant les m^mes mojens de d^termination, 
iV[(l/«»)', Ip.ld] = 2jii(5fii — 9); ce qui est exact. Ce nombre r^sulte des 2m(m — 1) 
coniques infiniment aplaties, qui joignent le point donn^ k chacun des points d'inter- 
section du Systeme, et dos 4^1» — 2) coniques k point double, dont chacune se com- 
pose de l'une des m droites du Systeme conjointcment avec la droite qui Joint le point 
fixe au point d'intersection de la droite donn^e par cette droite du Systeme, et doit 
£tre compt^e pour deux k cause du point double qu'elle poss^de sur la droite donn^e. 

Etc. Etc. 

Au surplus, la difficult^ r^sultant du rdle qu'il faut attribuer k chacune des 
in droites du Systeme, ne se präsente gu^re que dans les questions relatives aux con- 
tacts multiples ou d ordre sup^rieur avec une courbe donn6e V^. Dans les autres 
questions, ce motif d^nd^cision n'existe pas. 

C'est ainsi que, dfes 1859, nous avions trouvÄ les formules g^n^rales relatives 
aux contacts des sections coniques avec une, deux, . . . cinq courbes donn^es d'ordre 
quelconque, et si nous fumes le premier k ne pas accorder k ces r^sultats, qui ^taient 
exacts, la confiance qu'ils m^rltaient de facto, c'est surtout parce qu'ils se trouvaient 
en d^saccord avec un r^sultat (sans doute conjectural) de M. Steiner, dont Tautorit^ 
^tait pour nous Tobjet d'un legitime respect. 

En ce qui concerne les contacts multiples des coniques avec une m6me courbe 
um, nous avons donn^ plus tard, dans les Nouvelles Annales pour 1864, trois formules 
conjecturales, dont nous venons de rappeler la plus simple (celle relative aux contacts 
triples), en la compl^tant; mais nous ne soup9onnions pas alors le rdle multiple que 
jouent, dans ces sortes de questions, les droitea m6mes du Systeme. On voit, d'apr^s 
ce que nous venons de dire k ce sujet, que les deux autres formules, qui se rapportent 
aux contacts quadruples et quintuples, auraient besoin d'une correction analogue, 
[sans prdjudice de la faute d'addition qui, pour la dernifere et k cause de Fomission 
du nombre -{-bO, a vici^ le terme constant qui devait 6tre -{-ib au lieu de — 35; 
nous saisissons Toccasion qui se präsente ici de remercier M. ThSodore Berner de nous 
avoir mis en mesure, par une Observation qu'il a fait ins^rer dans les Nouvelles Ännales 
pour 1865, de remarquer cette inadvertance num^rique et de la rectifier]. 

Au surplus, aprfes le beau et complet travail de M. Zeuthen sur la thdorie des 
coniques, les trois formules dont il s'agit sont aujourd'hui sans int^r^t, et nous nous 
serions abstenu d'en parier, si nous n'y avions ^t^ conduit en nous occupant du pro- 
c6d6 particulier ^employ^ par nous depuis longtemps dans quelques circonstances) qui 
nous les avait fait ootenir. 

40* 
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de MM. ChasleSy Cayley, Cremona^ Zeuthen, qui les ont a roccasion mises en 
oeuvre de diverses manieres. 

Au surplus^ ce n'est que dans les questioiis concernant les proprietes 
projectives des courbes (ou des surfaces) qu'on a occasion de faire usage du 
principe qui nous occupe. Cela se con^oit: Dans les questions de cette natura, 
qui se rattachent presque exclusivement au notnbre des choses, la courbure 
est un Clement qui, en vertu de la loi de continuite, ne doit, en general, y 
jouer aucun röle essentiel, tandis qu'elle exerce, au contraire, toute son in- 
fluence dans les questions relatives a la mesure, Aussi, dans ces dernieres, 
qui exigent presque toujours Tintervention des methodes infinitesimales, la con- 
naissance des resultats concernant des cas particuliers d'une question, n'est-eüe 
presque jamais d'aucune ressource pour arriver a ceux qui se rapportent au 
cas general. 

XXVIII. C'est aussi dans cet ordre de considerations , qu'il faut, ce 
nous semble, chercher la raison intime d'un fait important, qui se manifeste 
dans la theorie des courbes et dans celle des surfaces, et dont la repetition 
constante decouTe vraisemblablement d'une loi generale qui merite d^dtre re- 
cherchee. ^ Qu'on nous permette, a ce sujet, une courte digression. 

On sait qu'un grand nombre de questions, concernant les famiUes de 
coniques assujeties a quatre condilions communes, sont aisement resolues, 
des qu'on connalt deux quantites fi, v^ dont Tune fi exprime le nombre 
des coniques du sysl^e qui passent par un point quelconque, et dont 
Tautre v exprime le nombre des coniques qui touchent une droite quel- 
conque *). Ces deux quanlites , dont Tune fi avait ete anterieurement intro- 
duite par nous dans la science sous le nom de indice de la serie des courbes 
ou des surfaces**), ont ete nommees par M. Chasles^ les caracteristiques 
du systime. Le grand nombre de questions que la simple connaissance de ces 
caracleristiques permet de resoudre presque immediatement***), a donne 
Heu de conjecturer que les proprietes intrinseques, non pas metriques mais 
projectives, d'un Systeme de courbes ou de surfaces, et que les relations d^un 
tel Systeme avec une courbe ou une surface fixes, dependent toujours de ces 



*) Dans la theorie des systfemes de surfaceS; il y a une troisi^me quantit^ q, qui 
exprime le nombre des surfaces du Systeme tangentes k un plan quelconque. 
**) Voir le Journal de Liouville, avril 1861. 

***) Non seulement pour les coniqueS; mais aussi pour les courbes et les surfaces 
d'ordre quelconque. 



JonquUres, sur les probl^mes de contact des courbes alg6brique$. 317 

8eules quantites fi^ v, et möme peuvent ötre exprimees par des fonclioas 
lineaires des caracteristiques *). 

Les considerations qui precedent nous paraissent donner la clef de ce 
fait experimental , particulierement quand il s'a^it d'une famille de courbes 
dont OD cherche les relations avec des courbes fixes. Car oa peut, pour 
en decouvrir Texpression generale, prendre, au Heu de Celles -ci, le cas par- 
ticulier oü elles degenerent en m droites; et comme les courbes variables ne 
se trouvent plus alors en presence que de poinls et de lignes droites, toute 
la question se reduit ä savoir comment le Systeme de ces courbes variables 
se comporte a Tegard d'un point et a Tegard d'une droite, ce qui implique (du 
moins pour les systemes du premier ordre d'iudetermination) la seule con- 
naissance des caracteristiques ^ et y^ ou .a, v el q s'il s'agit de surfaces. De 
teile Sorte qu'en resume, la difficulte des questions proposees, quand elles 
touchent aux proprietes projectives des figures, se r6duit presque exclusive- 
ment a celle qui concerne le point , la ligne et le plan, abstraction faite de 
la courbure. 

Quand il s'agit des proprietes projectives intrinseques de la famille de 
courbes donnee, c'est-a-dire des proprietes independantes de toute circon- 
atance etrangere au Systeme, ou des - proprietes du Systeme relatives ä un 
autre Systeme donne, il est moins facile, ä cause de la trop grande genSralite 
d*un tel euonce, de montrer a priori que la question depend toujours de la 
connaissance des caracteristiques. On con9oit pourtant que, comme ces pro- 
prietes sont le plus ordinairement relatives ä des questions de lieux, on üpit 
amene a examiner ce qui se passe relativement a une droite ou ä un point 
quelconque de la figure, c'est-a-dire, en derniere analyse, combien il y a 
de courbes du Systeme qui passent par un point et combien il y en a qui 
touchent une droite. 

Pour citer au moins un exemple qui eclaircisse notre pensee, supposons 
^^on demande quel est le Heu des pieds des normcdes abaissies, d^un point 
fixe P, sur les courbes dun systäme du premier ordre **^ (,a^ v) de courbes 



*) Voir la note B. ci-aprfes ä VÄppendicey page 320. 
**) Nous appelons systhne d'ordre n, une famille de courbes d'un degr^ quelconque. 

soumises ä ^ — ^ — » conditions communes. Par cons^quent les s6ries ou *y- 

stbmeSy tels qu'on les a coDsid^r^s jusqu'ici; sont des sjstfemes du premier ordre, parce 

3ue rind^termination qui 7 subsiste, disparatt d^s qu'on se donne une seule condition 
e plus. 
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dun degre quelconque. On voit d'abord aisement qoe ce probleme est an 
cas particulier du suivant: 

Elant donnes: un segment ef sur une droite L, et un Systeme (fi, y)^ 
du premier ordre, de courbes de degre quelconque, qud est le Ueu dCum pamt 
tel, que la tangente en ce poifU ä l'une des courbes du systdme qui y passent, 
et la droite qui le Joint ä un point fixe P, divise harmoniquement le segment ef. 

Car, pour passer de ce probleme au precedent, il suffit d'y supposer 
que la droite L est a rinfini, et que le segment ef est le segment imaginaire 
qu'un cercle quelconque y intercepte. 

La question sera resolue, si Ton determine le nombre de points que 
le lieu cherche possede sur la droite L elle-möme. Or 11 y en a evidem- 
ment /ll confondus en un seul au point e, et pareil nombre au point /; donc 
2/u. En outre, il y a v courbes qui touchent L, et chaque point de contact 
fait une seule fois partie du lieu, qui est par consequent du degre 2fi+y; 
car aucun autre point L ne satisfait a la question. 

XXIX. Nous ne pousserons pas plus loin ces reflexions auxquelles le 
sujet du present memoire nous a naturellement amene, et nous terminerons 
en concluant que, seit comme procede d'investigation, seit comme moyen de 
demonstration, dans les questions oü le nombre seul est en jeu, il est permis 
de raisonner sur le cas particulier oü la courbe fixe U^ possede le nombre 
maxmum de points doubles ou plus generalement est unicursale*)^ et m6me 
sur celui oü eile degenere en un Systeme de m droites, ponrvn quon ait, 
au prealable, determine avec precision Tinfluence que la presence des points 
doubles exerce sur le nombre des Solutions. Gräce a cette precaution, la 
methode dont il s'agit ne saurait induire en erreur, et par consequent eile est 
precieuse dans les circonstances oü quelque difficulte empöche d'aborder di- 
rectement les cas generaux des questions proposees. 

Appendice. 

Note A. 
Les considerations presentees dans la derniere partie du present me- 
moire s'appliquent d'elles-mdmes aux relations projectives d'une famille de 
surfaces d'ordre quelconque avec une courbe a double courbure donnee. Des 



*) M. Cayley a d^sigp^ par cette expression commode; las courbes dont les pointa 
peuYcnt ^tre d^termin^s individuellement (C. R. Mars 1866). 



Jonquiäres, sur les probldmes de cantcLct des courbes algibriques. 319 

qa'on connait le degre M de cette courbe gauche et le degre M' de la sor- 
face döveloppable qui lui est circonscrite (ce qui est le mode le plus general 
de la definir), on peot, en vertu de la loi de continuite et sous les conditions 
mentionnees plus haut, lui substituer, dans la recherche des proprietes pro- 
jectives, un simple Systeme de M droites dans Tespace, ayant entre elles }M' 
points de rencontre. 

Dans cet ordre dMdees, le cas ou la courbe gauche proposee est 
Tintersection complete de deux surfaces de degres m et n, correspoud a celui 
de droites provenant de la rencontre d'un Systeme de m plans par un autre 
Systeme de n plans, et possedant par consequent ^mn(m+n'-2) points dMnter- 
section mutuelle. Par exemple, on voit immediatement qu'une' teile courbe, 
de degre mn^ a pour perspective sur un plan quelconque une courbe plane 
douee de 

^mn{mn—i)-'^tnn{m+n—2) = im»(f»— l)(w— 1) 

points doubles; ce qui est un theoreme connu. Mais on en conclut cette 
autre proposition plus generale, qui ne nous par alt pas avoir encore ete re- 
marquee, savoir: que la perspective sur un plan dCune courbe gauche de degri 
M et de rang Jf', possdde ^(Jf(3f— 1)— 3f') points doubles^ si cette courbe 
gauche na pas de points de rebroussement^ ou i(if(lf— 1)— if'— 3/3), si eile 
aß points de rebroussement^J. 

Si, pour nous rapprocher du sujet de ce memoire, nous supposons 
qu'on veuille determiner le nombre N des surfaces Sr, de degre r, qui ont, 
avec une courbe gauche donnee, autant de contacts d'ordre quelconque qu'on 
voudra; on determinera le nombre iV' relatif a une simple droite, on le 
multipliera par M, et on ajoutera ä ce produit un nombre iV" representant 
Tinfluence des ^M' points doubles de la courbe gauche ainsi decomposee. 

Le nombre N' est, en vertu des mSmes raisonnements qui ont et6 
employ^s pour les courbes planes (IV et suiv.), 

Quant au nombre N'^, il suffit, pour Tobtenir, de proceder comme nous Tavons 
fait (XI, XII et XIU). 



*) Les nombres qu'on d^duit de ces deux formules s'accordent avec eeux que 
M. O. Salmon a fait connaitre; pour les cas particuliers de Jlf=39 4 et ö, dans un 
tr^s- interessant memoire intitul^: On ihe classißcation of ^mrees of double curvature, 
ins^r^ au Cambridge and Dublin maikematical Journal pour le mois de f^vrier 1850. 
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D'oü Ton voit que, sauf un simple changement dans la signification 
de la lettre D et une legere modification dans Texpression de son premier 
terme, la formule (a.) peut aussi s'appliquer au cas du contact des surfaces 
avec une courbe gauche. Les Solutions singulieres naissent ici de la presence 
des nappes doubles ou multiples, et commencent a se presenter au deli de 
certaines limites, dont la recherche s'effectuerait par des considerations ana- 
logues ä Celles des §. XV, XVI et XVII. 



Note B. (page317). 

Non seulement la Solution d'une foule de questions relatives aux pro- 
prietes projectives d'un systäme semble dependre presque exclusivement de la 
connaissance des caracleristiques de ce Systeme ;> mais encore il est tres-vrai- 
semblable, d'apres les falls connus jusqu'ici et presentes par M. Chasles a 
Tappul de cette opinion, qu'il suffit de connaitre les caracleristiques des «y- 
sttmes elementaires *), d'oü les autres se deduisent par voie de- Substitution. On 
con9oit d'apres cela Tinterdt qui s'attache a la determination des valeurs de ces 
dernieres caracteristiques. Or nous avons fait voir, ailleurs **), qu'il y a des 
regles tres- simples pour y arriver dans un grand nombre de cas, non pas 
accidentels, mais au contraire nettement definis. 

Si Ton suppose tous les systemes elementaires ranges dans Tordre de- 
croissant du nombre des points fixes qui fönt partie des conditions donnees, 
la valeur des deux caracteristiques est donnee exactement par la formule 
V =z2{m—i)ft, m etant le degre des courbes du Systeme, ä partir du simple 
faisceau jusques et y compris celui de ces systemes consecutifs dans lequel 

le nombre des points est egal a ^^^~~ ^ +2. 

Au dela de cette limite, les systemes suivants conlienneut tous des 
Solutions singulieres, qui sont englobees dans la formule ci-dessus, et dont 
le nombre est ä peu pres impossible ä determiner des que iii>>2. 

Dans les systemes de surfaces, les caracteristiques se calculent par les 

formnies 

y = 2(111-1)^ et e = 3(^^)V, 



*) Ceux otl les conditions communes sont simplement des points , des droites 
tangentes ou des plans tangents. 

•♦) Voir le Giomale dt Matematiche; livraison du mois de Jan vier 1866. 
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exactes, c'est-a-dire degagees des soluüons singulieres pour toos les systemes 
elemenlaires qui se suivent, depuis le faisceau de surfaces, jusques et y com- 
pris celui pour lequel le nombre T des points donnes satisfait a Tune des 
relations ci- apres, savoir: 

si les conditions sont exclusivement des points et des droites tangentes, avec 
OQ sans radjonction d'un seul plan tangent; 

pour toutes les autres combinaisons de ces conditions elemenlaires. 

Au reste, la connaissance des caracteristiques de tous les systemes 
elemenlaires n'est pas necessaire pour aborder et resoudre des questions mdme 
dificiles. On en a un exemple dans le memoire precite (Journal de Liouvilley 
1861), ou nous etions parvenu, sans leur seconrs, a une formule tres-generale 
concernant les contacts d'une courbe d'ordre quelconque avec des €Ourbes 
donnees, que M. Bischoff avait donnee le premier dans le t. LVI de ce Journal, 
et qui est exacte, toutes les fois que le nombre de ces courbes fixes et des 
points donnes s'accorde avec la limite fixee plus haut, comme M. Zeuthen 
en a, de son cöte, fait la remarque expresse (p. 100 de son memoire). 

Paris, 5. octobre 1866. 
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lieber die Kettenbruchentwickelung der Gaussaehen 

Function F{a,i,y,x). 

(Von Herrn L. W. ThonU.) 



±J'\e Function, welche Gauss (commenlaliones Gottingenses ad a. 1812) 
durch das Symbol F(a,ß,y,x) bezeichnet hat, ist für die Werthe des Ar- 
gumentes X, die innerhalb des Kreises mit dem Radius 1 liegen, durch eine 

Potenzreihe, die hypergeomelrische Reihe: 1+^-^3?+ ^12 r 4- n ^^ + "' 
definirt. 

Die Fortsetzung dieser Function Ober den Convergenzkreis der Potenz- 
reihe hinaus ergiebt sich aus der linearen DiiFerentialgleichung, welcher die 
Reihe genOgt, nämlich der Gleichung: 

d'F y^(a + /?4-l)a? dF a.ß ^ ^ ^ 

dx* a?(l — a?) dx a?(l— a?) 

Hierbei kommt folgender Satz über die linearen Differentialgleichungen mit 
rationalen Coefficienten in Anwendung, welchen ich den Vorlesungen des Herrn 
Weierstrass verdanke. Liegt eine lineare Differentialgleichung «*" Ordnung 
mit rationalen Coefficienten vor, und beschreibt man um einen Punkt x^ einen 
Kreis, in welchem die Coefficienten stetig bleiben, so genOgt dieser Differential- 
gleichung eine, und zwar eine einzige, innerhalb des ganzen Kreises eindeu- 
tige und stetige Function des Argumentes ar, welche mit ihren (n--i) ersten 
Ableitungen im Punkte x^ vorgeschriebene Werthe annimmt. 

Diesem Satze zufolge lässt sich die Function der hypergeometrischen 
Reihe über alle Punkte des Convergenzkreises dieser Reihe, mit Ausnahme 
des Punktes ar=l, hinaus als eindeutige und stetige fortsetzen, und sie be- 
hält diesen Charakter, so lauge das Argument eine beliebige, sich selbst nicht 
schneidende Linie, welche vom singulären Punkte x=i aus ins Unendliche 
gezogen wird, nicht überschreitet. 

Wird die Function dagegen über diese Linie hinaus fortgesetzt, so hört 
die Eindeutigkeit derselben im Allgemeinen auf, wie die Formel von Herrn 
Kummer (Bd. 15 dieses Journals) zeigt, welche F{aji^y,x) durch die parti- 
culären Integrale der Differentialgleichung, die von (1— a;) abhängen, ausdrückt: 
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wo 

/7(a?) = lim, -7 — , ../ ' oV'^ . , . »'' I 

ist. Denn solange (y — «— /?) keine ganze Zahl ist, gilt diese Formel, und 
wenn alsdann weder a^ noch ß der Null oder einer negativen ganzen Zahl 
gleich ist, so verschwindet B nicht, und ist o^ = 1 Verzweigungspunkt der 
Function. 

In seiner Abhandlung aber die hypergeometrische Reihe hat Gauss den 
Quotienten J^^'^ n ' formal in einen unendlichen Kettenbruch ent- 
wickelt. 

Er geht dazu aus von den Beziehungen: 

F{a, ß, Y, x) = F(«, ß+\, y+1, x).-''^^xF{a+\, /?+l, y+2, x), 

Aus diesen ergiebt sich folgendes System linearer Gleichungen: 

A = /i — öia:/2, 



A-2 = fnr-l—O^^lXfny 

worin 

A.., = F(«+»,/3+„+l,y+2«+l,.), „^. = -^i^|fc|±^ 
ist. Hierdurch entsteht die Entwickelung: 



iL ^ 



1 



a.x 



a^x 



1- 



r»-i 



41 



324 Thom^y über hypergeometrische Ketienbrüche. 

Denkt man sich diese Entwickelung ins Unendliche fortgesetzt, so fragt es 
sich, ob der Nähern ngswerth des dadurch entstehenden unendlichen Ketten- 
bruches, wenn man den Grössen a, ß, y beliebige, reelle oder imaginäre 
Werthe beilegt, Oberhaupt in irgend einem Gebiete der Ebene gegen eine 
bestimmte Grenze convergirt, und welches dann das eigentliche Convergenz- 
gebiet desselben ist, ferner ob die Grenze, der er sich nähert, mit der er- 
zeugenden Function übereinstimmt. 

Indem ich mich mit diesen Fragen auf Anregung von Herrn WeierslraM 
näher beschäftigte, wurde ich durch die Ausdrücke, welche Herr Hm^ in 
seinem Handbuche der Kugelfunctionen für die Kugelfunctionen mit unendlich 
grossen Indices entwickelt hat, darauf geführt, vermittelst derselben das Ver- 
balten des bekannten Kettenbruches von 2irF(^, 1, f ,a?^) = log(-v^— ) zu 

bestimmen, bei dem die Nenner der Näherungsbrüche, sowie die Functionen 
/'».i und /), mit den Kugelfunctionen in Zusammenhang stehen. 

Ich versuchte darauf, die entsprechenden Grenzwerthe der Nenner der 
Näherungsbrüche und die der Functionen /"„_! und f^ für « = oo im Allge- 
meinen zu ermitteln, um dann den obigen Kettenbruch in einfacher Weise 
untersuchen zu können. Dies ist für den Fall, wo /5 = ist, vollständig ge- 
lungen, also nach Vertauschung von y mit (y— 1) für den Kettenbruch der 
Function F(a, l,y,a?), welcher die bekannteren Kettenbrüche 

log(l-a:) = -xF{\, 1, 2, x\ (1-a?/ = F(-//, 1, 1, x\ etc. 

enthält, die Garns im Art. 13 seiner Abhandlung anführt. 

Von diesem Kettenbruche hat sich bei beliebigen, reellen oder imagi- 
nären Werthen der Grössen a^ y ergeben, dass derselbe in dem ganzen 
Gebiete der Ebene ausserhalb der Strecke auf der Abscissenaxe a: =+l — h» 
gegen die erzeugende Function F(a, i^y^x) convergirt. Dies vorzulegen ist 
der Zweck nachstehender Abhandlung. 



§. 1. 

£g mögen die Zähler und Nenner der Näherungsbrüche eines Ketten- 
bruehes mit Z und N bezeichnet werden, und derjenige Näherungsbruch des 
Keltenbruches 
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> der aufeinander folgenden Brüche: — ^, 


flr^lflr + K 
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-, ett. 

fmr f*r— 1 <wr ~F »»r 

hervorgeht, werde =-S^ gesetzt. 

Nun gelten bekanntlich die Formeln: 

und hieraus folgt: 

Aus letzterer Gleichung ergiebt sich die Entwickelung von -^ in nachste- 
hende Reihe: 

^r ^1 ^i^% I / A Y~^ * A^ ... Ar 

Betrachtet man jetzt in dem von der Strecke a;=+l"*+°c begrenzten Ge- 
biete der Ebene die Entwickelung: 

1 g»g 



1— 



a«_2X 



i — a^ix-^ — , 



SO sieht man aus dem Vorhergehenden, dass diese Entwickelung in folgende 
ihr identische fibergeht: 

F(.a,ß,7,x) - JV. "^Är.ÄT. "^ iV.AT. '^"' 

o,a,...a.-ia:— ' o,o,...o,_ia:»-Y. 

Der (»— 1)" NAherungswerth des anendlichen Kettenbraches wird aber darge> 
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stellt durch die Reihe: 

Damit also dieser Näherungswerth in einem solchen endlichen Theile des be- 
trachteten Gebietes, in welchem der Quotient fr J \ ^*^*'8 '^*' 
endlich bleibe, sobald n eine gewisse Zahl fiberschritten hat und dann gegen 
die erzeugende Function vr ß^ \ convergire, ist noth wendig und 
hinreichend, dass das Restglied in der Entwickelung des Quotienten, nftmlich 

mit wachsendem n unendlich klein werde. 

Die Ausdrücke von Z^ und N^ hat Herr Heine (Bd. 57 dieses Journals) 
angegeben. Durch die Relation /r-iiV^_i— »r-i^AiVi^-^ =^9 die er daselbst 
entwickelt, reducirt sich das vorstehende Restglied auf 

Bei dem Kettenbruche der Function F(a, l,y, a?), der hier behandelt werden 
soll, ist nun 

^' "" y ^'" ~" (y + 2m-2)(y + 2m-l) ' ^"•+* "" (y + 2m-l)(y + 2iii) ' 
iV,« = F(l-a-m, -m,2-y-2m, x), f^^ = F{a+m, m, y+2m-U ^)^ 
AWi = F[-a~-m, -m, 1 -y--2f», o?), /i«^, = F(a+»», m+i, y+2m, o?). 

Es werden jetzt für die Functionen iVj«., iVj^+M A-»^ A^+i Grenzwerthe für 
m = oc bestimmt werden. Jede dieser Functionen wird nämlich in zwei 
Factoren zerlegt werden, wovon der erste die Potenz einer von m unabhän- 
gigen Function von x ist mit dem Exponenten (2m +c), wo e eine Constante 
bedeutet, und wovon der zweite mit wachsendem m gegen eine endliche 
Function von x convergirt. 

§. 2. 

I. Setzt man in iVj^C«, y, a?), N2m^i{a,y,x) 

a; = y"^ 

und bildet die Produkte y'^iVj^C«, y^y"^), y'"*'*^*iV2«^.i(a, y, y~^), so erhält man 
ganze Polynome in y vom 2m**% bezüglich (2m +!)*•" Grade , welche für 
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a = i, y = i bekanntlich mit den Kugelfunctionen P^'^^y, /^,^*"^*^y Oberem- 
stimmen, die durch die Gleichung: 

definirt sind. 

Von letzteren Polynomen hat Herr Heine (Handbuch der Kugelfunctionen) 
die Grenzwerthe fär m = oo bestimmt durch Anwendung der Substitution 



l + l- 



y = o . I = y+y'y'-l. 



Ausserhalb der Strecke y = — 1-+1, wo die Function }/y^— 1 eindeutig bleibt, 
ist der Modul von § fortwährend entweder > 1, oder <; 1, je nachdem fQr 
reelle, positive Werthe von y die Wurzel positiv oder negativ genommen wird. 
Denn in diesem Gebiete sind die Grössen y und ^y^—i in den Zeichen der 
reellen, sowie der imaginftren Theile im ersteren Falle fortwährend überein- 
stimmend, im zweiten entgegengesetzt; es ist aber (y + >^y^— l)(y— |^y^— 1) = 1. 
Wird daher das Wurzelzeichen dem ersten Falle gemäss bestimmt, so ent- 
spricht jedem Punkte y ausserhalb der Strecke y = — 1- + 1 ein Punkt | 
ausserhalb des Kreises mit dem Radius 1 und umgekehrt. 
Durch Einfährung von | erhält Herr Heine 

und, indem er in den Coefficienten von F zur Grenze äbergeht, findet er, so- 
lange Mod. f >> 1 ist, 

lim.F= F(i, 1, i, ^^) = (1-rr*. 

n=ao 

Dies veranlasst zur näheren Untersuchung, ob für alle Werthe von a, y, wenn 

y'-N,^^,{a, r, y-') = iisr y2.-M («, Y. r^) 

gesetzt werden, die Polynome 2m**" Grades in f'^ : ^2« und q)2m^i mit wach- 
sendem m sich endlichen Grenzen nähern, so lange Mod. I >> 1 ist. 
Es werde zuerst wieder x eingeführt durch die Gleichung: 

wobei der vorhin ausgenommenen Strecke y = — 1 hl die Strecke a? = 

+1--+(X) entspricht. Man erhält y~*.f = l + j/l— o:, ^' = -^^^^Tz:^?-, wo' 

i/l— a? den Werth 1 für a? = annimmt. Setzt man "^ , ""^ -=g so wird 
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—^-—z=,x; jedem Punkte x ausserhalb der Strecke ic = +l**- + '3o entspricht 
ein Punkt z innerhalb des Kreises mit dem Radius 1 und umgekehrt. 

Die obigen Gleichungen gehen nun durch Einführung von z in foW 
gende über: 

^2«. («, y, a:) = (1 + «)-'•" 9)2« («, y, ä), 
^2m+l(«,y,a;) = (l+Är'"<^2«.+i(«,y,Ä), 
und es sollen die Grenzwerthe von cp^mi^) und y2«-fi(Ä) bestimmt werden. 

Zunächt ergiebt sich aus folgender Relation zwischen den Functionen 
if^ die aus der entsprechenden zwischen den N folgt: 

dass man nur lim.^2«(^} zu ermitteln braucht. 

Dies wird mit Hälfe der linearen Differentialgleichung fQr (f^mi^) g^* 
schehen, die man aus jener für N2„,{x) ableitet: 

-2m{2a-y + (l-y)»}y2.(Ä) = 0. 

Wird 9)2m(«) = l+öi«+»2«^+***+Ö2m*^"* gosctzt , so ist ar^^ihm-rj ^ud man 
erhält aus der Differentialgleichung folgendes Gesetz der CoefGcienten : 
Von r = bis r = 2m-3: 

_ 2Cy-2a)Cm-^r-1) . (r , j + y ) (2m ■> r) 

"-+2 (;^_^2)(2m~r-3+y) "^f'"^ (r + 2)(2ii»-r-3+y) "'' 

2(y — 2g)m _ - _ 

Untersucht man aber die Coefficienten o», ai, . . . a„^ so ergiebt sich dieses: 
Für r lässt sich ein so grosser Werth q bestimmen, dass, sobald m 
und r die Redingung *»^r^(> erfüllen, 

"""^M (r + 2)(2m-r~3 + y)i<^^^^-| (r + 2)(m-3 + y) (<' 

wird, wo e eine beliebig klein angenommene positive Grösse ist, und 

Mod [ (r-l + y)(2m-r) j 
Möd-i(r + 2)(2ii»-r-3 + y)l<^ + ^- 

Die CoefQcienten Ou, ai, ... a^^i bleiben für jedes m dem Modul 
nach unterhalb einer positiven Constanten A; um so mehr 

Mod.aü<^ Mod.ai<^(l+6), . . . Mod.a^+j <^(l+€)e+\ 
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Aus dem Vorhergehenden folgt nun, dass für f}^>>(> anch 
lAodM^^2<A{l+ey-^\ Mod.a,^.3<^(l+e)^+S . . . moA.a^<:Aii+eT 
ist. Da aber ar = a2m^ry so hat man, wenn iii>>() ist, allgemein von r = 

bis r = 2m: 

Mod.a,<^(l+£X, 

2ot 1 

Die Reihe -2^(1+6/«'^ convergirt für iii = oo, so lange Mod.g < i , ' -> 
Daher bleibt die Function (pi^i^) dem Modul nach unterhalb einer endlichen 
Grösse, so lange Mod,Ä<:CxT — Dasselbe gilt von jeder einzelnen Ablei*^ 

tung von (p2m{z) nsch ^- Da aber e beliebig klein angenommen werden konnte, 

so hat die Function 9^21» (^) init ihren Ableitungen die angegebene Eigenschaft 

innerhalb des ganzen Kreises mit dem Radius 1. * ^ 

Die Differentialgleichung von ^2»(^) werde jetzt auf die Form gebracht; 

wo zur Abkürzung 

;:2»(a) = fZv ' — ' 

gesetzt ist. Durch Integration erhält man: 

-J X-^ ^^i 1 /.x J ?-? «^ > 

u 

Hieraus ergiebt sich: 

-^ < — a* /^ s 2 



1 — 2« 



.Uui.9>^(») = e«*' • " =(1-*) ^ (!+») ** . ,. 

m=oo 

Ebenso convergiren die Ableitungen von 9)2« («) %^%^^ die entsprechenden 
von lini.9)2m(«)- Aus der oben aufgestellten Relation «Wisdien ^«(ä) untf 
y2«+i(Ä) ersieht man, dass lim.y2^^.i(a) = (l+j5)^Mim.9)2«(j5) ist. Es werde 

jH — qp ly^f^-pp 

nun allgemein in N^ die (— r)** Potenz von (1+ä) als Factor herausge- 
nommen und 

gesetzt Das Polynom 0^ und seine Ableitungen convergiren 4mn gegen 
2tt-2y+l <-2tt ^ 

die Grösse (1— a) ^ (!+«) * beiüglicli dertto"^ Ableitungen. 
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II. Auf gleiche Weise werden die Grenzwerthe von 

f2m{cc,r,x) = F(a+m,m,y+2m-i,x), /2..+i(a,y,a?) = F(a+m,m+i,r+2m,x) ' 
fdr m = oc bestimmt. 

Setzt man in A«+i(«,y, o:), A«+2(«,y, o:), a = i, y = l, x^y'^ und 
multiplicirt die erste Function mit y"^"*~S die zweite mit y"^"^^ so erhalt 
man allgemein 

Dieses ist das zweite particulfire Integral der Differentialgleichung der Kugel- 
functionen : 

Fflr dasselbe hat Herr Heine ebenfalls den Grenzwerth auf die im Anfange 
dieses Paragraphen angegebene Weise bestimmt. 
Er erhält 

»— K^i,^^.^,»-) = (ii)--<t,»+i,-^,r-=) 

und durch Uebergang zur Grenze in den Coefficienten : 
lim.F(i,i»+l,-?^,f-^) = F(i,l,l^ 

Es sollen jetzt fflr alle Werthe von a, y die Grenzwerthe von/2^(a, y, o?) und 
/2m+i(«^y^^) bestimmt werden. 

Statt beider Functionen betrachte man die allgemeinere 

F(a+m-l, ß+m, y+2m-2, x), 
aus welcher beide fflr ß = hervorgehen, die erste nach Vertauschung von 
a und y mit (a+1) und (y+l)? die zweite nach Vertauschung von m mit 
(m+l). Die Function F(a+m— l,/?+iii,y+2m--2, o:) wird durch die Sub- 
stitution x = jr-r-^ in eine Function von ä verwandelt, welche flr die 
Werthe von s innerhalb des Kreises mit dem Radius 1 eindeutig und stetig 
ist. Setzt man nun, der Function 

^2« = F(l~a-m, -f», 2 -y-2m, x) = {l+s)-^'^(p,^{a, y, ä) 
entsprechend, 

F(a + iii-l,/9+m,y+2«»-2,a:) = (1+ä)'^-^'^V2.(«,/?,^*), 
so erhält man fflr ypit^{z) die Differentialgleichung: 

^(1-^2)^^|lÖ) _ {2-y+2/?+2(2a^^ *^ 

, ^.. -2(fli+/S>{2a-y+(2/?^y+3)Ä} V/2.W = 0. 
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V/2» (2) lässt sich für die Werthe von z innerhalb des Kreises mit dem Radius 
1 durch eine Potenzreihe £brZ'^ entwickeln. Aus der Differentialgleichung 
erhfilt man folgendes Gesetz der Coefficienten : 
Von r = 0... 00: 

. _ 2(2a-yXty»+r+l+/?) i. , (r+3+2/g-yX2^+r+2/?) ,, 
^■*-' Cr+2)(2m + r-l + y)'^^+*-t- (r+2)(2m+r-l+y) ^^^ 

2m-2+^ -Ol, l-0„. 

Für r giebt es hier wiederum einen so grossen Werth p, dass, wenn r>(> ist, 

( (r+2)(2fii+r-l+y) J^ 
bleibt, wo c eine beliebig klein angenommene positive Grösse ist, und 

Die Coefficienten 60, 6|, ... 6^^i bleiben für jedes m dem Modul nach unter- 
halb einer positiven Constanten B. Durch Wiederholung der bei 9)2« (2) ge- 
machten Betrachtungen ergiebt sich dann, dass allgemein yLQA.br<^B{\+By 
ist. Indem man nun gerade wie oben weiter verfährt, erhält man: 

lim.v/2i(«,/?,y,Ä) = e* 

•=• 2y— 2tt--2ig— 3 2a— 2/>— 3 

2 2 

= (l-ij) (1+ä) 

Wird daher 

fr{a,Y,x) = (l+ary.(a,y,*) 

gesetzt, so convergiren ^rifl^y^i) und seine Ableitungen gegen die Grösse 
2y— 2g— 3 2tt— 1 

2 2 

(1— ä) (1+ä) bezOglich deren Ableitungen. 

§. 3. 

Nachdem die Grenzwerthe, auf die in §. 1 hingewiesen wurde, ge- 
funden sind, wird an die dortigen Betrachtungen wieder angeknflpft. 

Den EntWickelungen des §. 1 zufolge kommt es jetzt darauf an, zu 
zeigen, dass in dem Gebiete ausserhalb der Strecke o: =+!***+ 00 der Ausdruck 

nüt wachsendem n unendlich klein werde. 

42» 
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^■r/ Wird diesoF Ausdruck nach dem vorigen Paragraphen durch Substi- 

4» 
tuiion rem x^^ ,. , v, transformirt, so erhält man: 

Nun ist 

Das Prodnct ala2..^a^l(4^)"~^ wird aber mit wachsendem n unendlich klein; 

OD 

denn die Reihe -£öia2...ö»-i(4j^)*~S deren allgemeines Glied jenes Product 
ist, convergirt für lim.Mod.(a^4Ä) = Mod.(Ä) <C 1. 

»=90 

Also ist 



Die Reihe 



^1 "^iVjiV,"^ iV.iV, "^•""<" Nn-2Nn-,l 



bleibt also in einem beliebigen endlichen Theile des betrachteten Gebietes 
endlich, sobald n eine gewisse Zahl überschritten hat und convergirt mit 
wachsendem n gegen die Function F(a, l,y, a:). 

Es ist leicht zu zeigen, auf welche Weise die in den ersten Gliedern 
dieser Reihe etwa auftretenden unendlich grossen Werthe sich wegheben. 

Der Grenzwerth von N^ zeigte sofort, dass, sobald r eine gewisse Zahl 
überschritten hat, N^ in dem angenommenen endlichen Theile der Ebene nicht 
mehr verschwindet. Verschwindet dagegen in einem Punkte dieses Bereiches 
einer der früheren Nenner N^, so verschwindet in demselben Punkte weder 
iV^_i noch N^^i^ weil aus den linearen Gleichungen zwischen den N (§. 1.), 
A/p^j = iVp+Ä^+iiV^_i und den folgenden, sich ergeben würde, dass alle fol- 
genden Nenner in demselben Punkte verschwänden, was nicht der Fall ist. 

Dann ist aber 

Das Resultat ist also dieses: 
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Der Näherang3werth des unendlichen Kettenbruches 
i . a m(y — a-{-m — 1) 






ist, welcher, wenn er der (»—1)*^ Näherungswerth ist, dargestellt wird durch 
die Reihe 

ist, bleibt in einem beliebigen endlichen Theile des Gebietes, welches ausserhalb 
der Strecke auf der Abscissenaxe a: = +l-« -f oo liegt, endlich, sobald n eine 
gewisse Zahl überschritten hat und convergirt mit wachsendem n gegen die 
Function F{a, 1, y, x). 

Die Strecke x = +i — \-oo selbst ist, wie in der Einleitung angegeben 
wurde, im Allgemeinen Verzweigungslinie der Function F(a, 1, y, a:), so dass 
eine eindeutige Entwickelung die Function bis auf diese Linie hin, nur in 
einem Zweige vollständig darstellen könnte. Wenn aber die Grössen a, y 
reell sind, wird die Function, wie man aas der in der Einleitung angegebenen 
Formel von Herrn Kummer sieht, auf der genannten Strecke imaginär, so dass 
die Kettenbruchentwickelung, die dort aus reellen Elementen besteht, die 
Function in keinem der beiden Zweige wiedergiebt. 

§. 4. 
Es ist nun noch zu zeigen, dass die den Kettenbruch vertretende Reihe 

Wird diese Reihe durch die Substitution a?= ., , .^ transformirl, so 



sich differentiiren lässt. 
Wird diese R< 
erhält man nach §. 2 



Der Quotient ^ ^ .^ — -rr und seine Ableitungen nach z convergiren mit 

wachsendem r gegen die Grösse (1— ä)^>'"'^*"'*(1+j5)^*'~* bezflglich ihre Ablei- 
tungen. Es sei nun q derjenige Werth, welchen r Oberschreiten muss, damit 
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der Quotient ^,, . . ,,, — r-v für die Werthe von ä in einem Bereiche inner- 
er W^r+iW 

halb des Kreises mit dem Radius 1 nicht mehr unendlich wird. Von r = Q 
an bleibt dann der Quotient und eine endliche Anzahl seiner Ableitungen 
in diesem Bereiche dem Modul nach unterhalb einer positiven Grösse g. 
Die Potenzreihe 

g{i+z)i:aia2...ar{A!&Y 

convergirt aber nach dem vorigen Paragraphen innerhalb des Kreises mit 
dem Radius 1 unbedingt (d. h. die Reihe der Moduln convergirt). Dasselbe 
findet für die durch Differentiation der Glieder aus ihr abgeleiteten Reihen statt. 
Daraus ersieht man, dass auch die Reihe 

SO wie ihre abgeleiteten in dem betrachteten Theile des Kreises unbedingt 
convergiren. Und zwar convergirt jede einzelne dieser Reihen in dem an- 
genommenen Bereiche in gleichem Grade, d. h. die Summe der spateren 
Glieder wird dort Oberall gleichzeitig unendlich klein. Differentiirt man aber 
eine in einem stetigen Bereiche in gleichem Grade convergirende Reihe in 
den einzelnen Gliedern, so ist, wenn man dadurch eine ebenso convergirende 
Reihe erhält, bekanntlich letztere die Ableitung der durch die erstere ausge- 
drückten stetigen Function nach dem Satze aber die bestimmte Integration 
einer in gleichem Grade convergenten Reihe durch Integration der Glieder. 
Damit ist fär die ursprängliche Reihe 

bewiesen, dass sie und die durch Differentiation ihrer Glieder abgeleiteten 
Reihen in einem endlichen Theile des Gebietes, welches ausserhalb der Strecke 
x = +i — hoo liegt, unbedingt und in gleichem Grade convergiren von jenem 
Gliede an, wo die Nenner N in dem betrachteten Bereiche nicht mehr ver- 
schwinden. Die durch Differentiation abgeleiteten Reihen sind dann die Ab- 
leitungen der durch die ursprängliche Reihe dargestellten Function. 

§. 5. 
lieber die Wurzeln der Gleichungen 

^2« = F(l-a-i», -m, 2-y-2m, x) = 0, 
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lassen sich fflp den Fall, wo die Grössen a, y reell sind, folgende allge- 
meinere Angaben machen. 

Dass diese Wurzeln alle von einander verschieden sind, sieht man 
aus den Gleichungen für F(a^ b^c^x)*. 

x{\~x)^-^{c-{a-Vb+\)x\-^-abF = 0,, 

^(l-^)£^+l«+'-(«+*+2r+l)a:}£^-(«+r)(6+r)-^ = 0. 

Hierbei ist nur der Punkt x^\ nfiher ins Auge zu fassen. 
Für 0? = 1 wird 

c+r— (a+6+2r+l)a? = a-^y—r 
und 

-(ö+r)(6+r) = , [\ \\ bei ^* 

Daher verschwinden fOr x = i weder die Polynome iVj«,^ ^am+i noch eines 
ihrer abgeleiteten Polynome, so lange nicht («— y) der Null oder einer po- 
sitiven ganzen Zahl gleich ist. 

In letzterem Falle und in dem Falle, wo a der Null oder einer ne- 
gativen ganzen Zahl gleich ist, ist der Kettenbruch ein endlicher, weshalb 
diese FAlle aus der ferneren Untersuchung ausgeschlossen bleiben können. 

Nun zeigen schon die Ausdrücke von iVs«, und Nz^+i für m = 1 und 
2, dass die Wurzeln der Nenner bei reellen Werlhen von a, y im Allge- 
meinen jede beliebige Lage annehmen können. Es fragt sich aber, welche 
Bedingungen für a^ y erfüllt sein müssen, damit die Nenner von einem 
bestimmten an ihre Wurzeln bestfindig auf der ausgeschiedenen Strecke 
o: = +1 • • • + oo liegen haben. 

Zuerst werde hierzu iVs« untersucht. 

Ist m so gross geworden, dass (2— y— 2m+m— 1) negativ bleibt, so 
sind in dem Polynom JV,^ nur unter der Bedingung soviel Zeichenwechsel, 
als der Grad der Gleichung betrfigt, vorhanden, dass a positiv ist. Dieses 
ist also nach der De^corfe^schen Zeichenregel die erste Bedingung, welche 
nothwendig erfüllt sein muss, damit die Nenner iV,« die angegebene Eigen- 
schaft haben. Man kann nun weiter nach der Methode von Sturm verfahren. 
Die Reihe iVi«, ""d^' "d^' '** dJ^ ^^^ nftmlich, wenn a positiv ist, 
auf der Strecke x = +\ — f-^ die charakteristischen Eigenschaften einer 



Stormschen Reihe. Erstens, wenn iV2«, verschwindet, so verschwindet 



dff. 



2» 



dx 



tr--. 
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nicht; und bei wachsendem x haben die beiden Glieder, unmittelbar vor dem 
Verschwinden von iV^ entgegengesetzte, nachher gleiche Zeichen. Zweitens 
sieht man aus der oben aufgestellten Relation zwischen je drei Gliedern der 
Reihe, dass wenn auf der bezeichneten Strecke eines der folgenden Glieder 
verschwindet, die beiden angrenzenden entgegengesetzte Zeichen haben. Setzt 
man jetzt in dieser Reihe a; = -foo und x = +i^ so erhält man im ersten 
Falle beständig Zeichengleichheit. Im zweiten Falle kann man die Reihe der 
Zeichen leicht aus der obigen Relation beurtheilen, in welcher fOr x = i das 
Glied ^-TTT ausfällt. Man findet als nothwendige und hinreichende Bedingung 
dass m Zeichenwechsel vorhanden seien, die, dass a— y,<CO ist. Sind aber 
die angegebenen Bedingungen, nämlich 0<C«<Cy erfüllt, so haben sämmtlicbe 
Nenner iV,^ von dem ersten an ihre Wurzeln auf der ausgeschiedenen Strecke. 

Auf dieselbe Weise lässt sich iVs^+i untersuchen, und man erhält hier 
als jgiothwendige und hinreichende Bedingung*, dass die Wurzeln auf der Strecke 
a? = +l — hoo liegen, die, dass — l<Ca<Cy ist. 

Wendet man dieses auf die Kettenbrüche von . 

log(l~a;) = --xF(l,i,2,x), 

{i-^xr = F(-^, 1, 1, a;) 
an, so ergiebt sich, dass in dem ersten die Nenner Nzm und N^m-^i ihre 
Wurzeln beständig auf der Strecke x=^+i — h^o liegen haben, in dem zweiten 

auf den Strecken a: = — oo 1 und x = +i'"+oo. Was das Binomium 

angeht, so haben, wenn —1 <Ciia<CO ist, sowohl die Nenner iVj«, als auch 
^2m+i Ibre Wurzeln auf der ausgeschiedenen Strecke. In dem Falle, wo 
0<;^<::1 ist, findet dasselbe noch für die Nenner iVj^+i statt. Man kann 
dann je zwei aufeinander folgende Glieder der Kettenbruchreihe, wie in §. 3 
angegeben worden ist, zusammenfassen und erhält die Reihe 1+2^ .^vV*' 77 , 

^ ^ 1 iV2r— li>'2r+I 

in welcher bloss die Nenner iV^^^i vorkommen. 

In beiden Fällen liefert die Multiplication der Kettenbruchreihe mit 
(l--a;)", wo n eine beliebige, positive oder negative ganze Zahl ist, eine 
nach rationalen Functionen fortschreitende Reihe, wovon kein Glied innerhalb 
des Gebietes, welches durch die Strecke x=- -\-i^**+oo begrenzt ist, unend-* 
lieh wird, und welche das Binomium mit beliebigem reellen Exponenten in 
diesem ganzen Gebiete darstellt. 
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lieber die Reihen^ welche nach Kugelfunctionen 

fortschreiten. 

(Von Herrn L. W. ThomL) 



MM §. 3 der vorhergehenden Abhandlung sind hypergeometrische Reihen, 
die von der ganzen Zahl m abhängen, betrachtet und deren Grenzwerthe fflr 
m = oc ermittelt worden. Auf diese hypergeometrischen Reihen lassen sich 
als specielle Fälle die Kugelfunctionen zurückführen. Durch die Untersuchun- 
gen der Herren Heine und Neumann kennt man die Entwickelung der eindeu- 
tigen und stetigen Functionen eines coroplexen Argumentes in Reihen, welche 
nach Kugelfunctionen fortschreiten. Die Gesetze der Convergenz und Diffe- 
rentiation der allgemeinen Reihen von Kugelfunctionen bei beliebigen CoefG- 
cienten lassen sich nun in einfacher Weise nach der in der vorigen Abhand- 
lung angewandten Methode bestimmen, welche auf der Betrachtung des 
Grenzwerthes des allgemeinen Gliedes in der Reihe beruht. Um diese Unter- 
suchung übersichtlicher zu machen, möge es zunächst gestattet sein, die Sätze 
der Herren Heine und Neumann kurz anzugeben. 

Entwickelt man die Integrale der Differentialgleichung der Kugel- 
functionen 

nach absteigenden Potenzen von x, so erhfilt man folgende Ausdrücke derselben: 

a;F(^-2— ,-2— , — 2 — '^ > 

Diese geben nach §. 2 der vorigen Abhandlung durch die Substitution 

14. t-i 
X = ^-^ — in nachstehende Aber: 

wovon der erste eine ganze Function von x n'*" Grades , der zweite eine 
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Function von x darstellt, die ausserhalb der Strecke x = — 1 — \-l eindeutig 
und stetig bleibt. 

Herr Heine gebraucht (Handbuch der Kugelfunctionen) die Ausdrücke 
dieser Functionen durch bestimmte Integrale: 

i.3.5...(2n -0 /1-n -n i-2n A 

= — / {x+cos(p\^x^—iyd(p — /^"^o;^ 

u 
1.2.3. -n ___.p^n+i n + 2 2« + 3 A 
1^3.5...(2n+l)^ '^^2*2' 2 '^ / 

=/ (a; + cos «7 }^a;*-l )-*-' dt = ß^"' x, 



wo das Wurzelzeichen so bestimmt wird, wie in §. 2 der vorigen Abhand- 
lung angegeben worden ist; und er beweist mit Hülfe dieser Integrale, dass 
die Gleichung 



t5 — tt 

stattfindet und zwar unter der Bedingung 



Mod.(f?+>/f?^-l)>Mod.(«+}/«'~l). 
Herr Neumann zeigt in der Abhandlung: „lieber die Entwickelung einer 
Function mit imaginärem Argumente nach den Kugelfunctionen erster und 
zweiter Art^ (Halle 1862), dass diese Bedingung dann erfällt ist, wenn in 
dem Systeme confocaler Ellipsen mit den Brennpunkten x= +1 e auf einer 
grösseren, als u liegt. Er entwickelt ferner das Integral in der CaticAjfSchen 
Formel : 

' 2ntJ v — x 

durch die Reihe von Herrn Heine und erhält den Satz: 

Eine Function des complexen Argumentes x^ die für die Werthe von x 
innerhalb einer Ellipse mit den Brennpunkten x=+i eindeutig und stetig ist, Ifisst 
sich in diesem Bereiche durch folgende Formel nach Kugelfunctionen entwickeln: 

rx = ii|+L//i,(?c.)erfePC.)^^ 

WO die Integration über den Rand der Ellipse in positiver Richtung (von 
der positiven Seite der Abscissenaxe zur positiven der Ordinatenaxe hin) aus- 
zuführen ist. 
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Gleicherweise leitet er aus der Formel: 

den Satz ab: 

Eine Function von x^ die für die Werthe von x innerhalb des Ringes 
zwischen zwei confocalen Ellipsen mit den Brennpunkten x = ±1 eindeutig 
und stetig ist, wird in diesem Bereiche durch folgende Doppelreihe nach 
KugelfuncHonen entwickelt: 

fx = i-^^|^^/%(?<->c 

wo die erste Integration über den Rand der äusseren, die zweite über den 
der inneren Ellipse in positiver Richtung auszuführen ist. 
Es werden daher hier Reihen von der Form 

wo A^y B^ beliebige Coefficienten sind, näher untersucht werden. 

§. 1. 

Zu dem angegebenen Zwecke werden die Grenzausdrflcke von P^^^x 
und Q^^'^x für « = 00 gebraucht. Dieselben sind in §. 2 der vorigen Ab- 
handlung bestimmt worden. 

Es war 

nach §. 2 der vorigen Abhandlung convergiren F(i, — n, ^^ , g"^) und 

Fr^,w+1,— ^—^ — '^~0 ™** y^^^^ Ableitungen nach |^^ mit wachsendem n 
gegen die Grösse (l — ^^)"* bezüglich ihre Ableitungen. 

Es werde jetzt die Reihe 2A^P^''^{x) untersucht. 

Transformirt man dieselbe durch Einführung von g^ so erhält man 

l^^r&^(J9-Ki— . -^- ^■)■ 

(0*1 4 \ 

^,— /i, 2 — -i^j und eine endliche Anzahl ihrer Ab- 
leitungen nach g bleiben dem Modul nach in einem endlichen Bereiche von g 
ausserhalb des Kreises mit dem Radius 1 unterhalb einer positiven Grösse g. 
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Die Potenzreihe 

» <.3.5...(2»-l) 
^r^" 1.2.3...n ^'^^ 

hat aber denselben Convergenzkreis, wie die Reihe SA^^. Denn der der 

letzteren ist nicht grösser, weil o 4 6 2"" < ^ ist, und er ist nicht 
kleiner, weil in der Reihe 

^^•r^» r2X3; — ^''^^^^ - r^* 2.4.. .(21,-2) ^ 

der Factor ' ' "'o ^"^n > 1 ist. Der Radius dieses Kreises werde mit R 
2.4...(2fi — 2) 

bezeichnet. 

Ist Ä > 1, so convergirt die Reihe 

mit den durch Differentiation nach ^ abgeleiteten für die Werthe von ^ in 
dem Ringe zwischen den Kreisen mit den Radien 1 und R unbedingt (d. h. 
die Reihen der Moduln convergiren). Dagegen divergirt die Reihe ausser- 
halb des Kreises mit dem Radius R. Denn ausserhalb dieses Kreises diver- 
girt die Reihe 2A^ ' ' '"^ ^~~ USY\ und, da diese eine Potenzreihe ist, 
SO bleibt das allgemeine Glied derselben nicht unterhalb einer endlichen Grenze. 
Das Verhältniss dieses Gliedes zu dem entsprechenden . der Reihe 

convergirt gegen (1— 1~^)^; also wird auch das allgemeine Glied der letzteren 
nicht unendlich klein. 

Ist ferner Ä^l, so divergirt aus demselben Grunde die vorliegende 
Reihe für die Werthe von § ausserhalb des Kreises mit dem Radius 1. 

Betrachtet man jetzt die Reihe als Function von x, so hat man den 
zu § gehörenden Ort von x zu bestimmen. 

Es ist 

Wird ^ = p(cosö + isinö) gesetzt, so erhält man: 

^ = i(e+y)cosö+ii(p-l)sinö. 
Durchläuft also | den Kreis mit dem Radius q in positiver Richtung, so durch- 
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läuft X die Ellipse mit den Halbaxen 4 (pH — ) und ^(p ), also mit den 

Brennpunkten a? = ±l; und zwar in positiver oder negativer Richtung, je 
nachdem Q>i oder <! 1. Diese Ellipse wächst im ersten Falle mit wach- 
sendem Qy im zweiten mit abnehmendem (>. 

Hieraus ergiebt sich nun für die Reihe 

j . 1.3.5...(2n~0 ^^ ^/ 2n-l . A 
r^»* i.2.3...n (i^)ni'~«^ 2^'^)' 

als Function von x betrachtet, Folgendes: 

Ä>1. Diese Reihe und die durch Differentiation nach x von ihr 
abgeleiteten convergiren in dem Ringe zwischen der Strecke ' o: = —1 — 1-1 
und der Ellipse mit den Brennpunkten x = ±1 und der grossen Halbaxe 
i(^+i) «nl^edingt. 

Ferner sieht man aber aus der Formel 

in welcher die Coefficienten positiv sind, dass auf einer Ellipse mit den 
Brennpnnkten x = ±i der Werth von P^*^x auf der positiven Seite der Ab- 
scissenaxe positiv und gleich oder grösser ist, als der Modul von P^^^x für 
irgend einen anderen Punkt derselben Ellipse, und dass dieser Werth von 
x = i an mit wachsendem x wächst. Dasselbe gilt nach der Formel von 
Herrn Christo ff el: 

von sämmtlichen Ableitungen von P^^^x. 

Daher convergirt die obige Reihe mit ihren abgeleiteten überall innerhalb 
der angegebenen Ellipse unbedingt und zwar jede einzelne Reihe in diesem Be- 
reiche in gleichem Grade. Unter Wiederholung der in §. 4 der vorigen Ab- 
handlung gemachten Bemerkungen sieht man daher, dass die abgeleiteten Reihen 
die Ableitungen der durch die ursprüngliche Reihe bestimmten stetigen Function 
sind. Dagegen divergirt die vorliegende Reihe ausserhalb der angegebenen Ellipse. 

A^l. Die Reihe divergirt ausserhalb der Ellipse mit den Brenn- 
punkten x = ±\ und der grossen Halbaxe 1 überall. 

Nimmt man nun die Begrenzung der Convergenzellipse aus, so kann 
man die Resultate in folgenden Satz zusammenfassen: 

Bezeichnet R den Radius des Convergenzkreises der Potenzreihe 

" ^ 
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SO hat die Reihe 



zur Convergenzgrenze die Ellipse mit den Brennpunkten x = ±\ und der 
i(Ä+^), wenn Ä>1, 

}(1 + 1), wenn Ä^l ist. 

Ausserhalb dieser Ellipse divergirt die Reihe. 

Innerhalb derselben convergirt sie mit den durch Differentiation der 
Glieder aus ihr abgeleiteten unbedingt, und zwar jede einzelne dieser Reihen 
in dem ganzen Bereiche in gleichem Grade. Die abgeleiteten Reihen sind die 
Ableitungen der durch die ursprüngliche Reihe bestimmten stetigen Function. 

Auf gleiche Weise leitet man für die Reihe ^B^Q^^'^x den entsprechen'- 
den Satz> ab: 

Bezeichnet Ä, den Radius des Convergenzkreises der Potenzreihe 

so hat die Reihe 

Ib^Q^'^^x 

zur Convergenzgrenze die Ellipse mit den Brennpunkten a? = ±1 und der grossen 

Halbaxe U(ß. + ^)' ^«"» ^^^ 1' 
( J(l + 1), wenn Äi>l ist. 

In dem Ringe zwischen dieser Ellipse und der Strecke a: = — 1 — hl 
divergirt die Reihe. 

Ausserhalb der Ellipse convergirt sie mit den durch Differentiation von 
ihr abgeleiteten unbedingt und jede einzelne in gleichem Grade. Die abge- 
leiteten Reihen sind die Ableitungen der durch die ursprüngliche ausgedrückten 
stetigen Function. 

§. 2. 
Die hier zur Untersuchung von Reihen angewandte Methode, welche 
sich auf die Betrachtung des Grenzwerthes des allgemeinen Gliedes stützt, ge- 
stattet auch einen einfachen Beweis der Heineschen Reihe 

In die Formel 

1 » 



v — u 
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setze man den Legendreschen Ausdruck für «"; 

u' = 

Da pWtt^P<">l, für « = -l...+l, und P<"1 =1 und daher 

l^:i^3|^f^^i(2«+l)Mod.P<"'«+(2«-3)^^Mod.i^»-'>« + ..j 

ist, für « = — l-->+l, so darf man die Reihe jfe~"~'«" nach P ordnen, wenn 

u und t> die Bedingung j„ , ^ erföUen. 

(Mod.e>. 1 

Der Coefficient von P^'^u ist 

1.2.3...« __^ip/ <B + < «+2 2«+3 A _ .9„ , iN^Or 
1.3.5...(2n-0 n^-'-2-'-2— '* J " (2«+1)P^'p- 

Daher ist die Gleichung 

* = J(2»+l)(?(->eF">«, 



©— tt 

die Herr Aetne durch eben diese Entwickelung zuerst erhalten hat, bewiesen 

(« = — I...4-I 
far \ ^ Transformirt man nun diese Reihe durch die Substitutionen : 

Mod.e>l. 

so erhalt man 

|UD— '(i^yr^i, «+1, ^, rO<i' -«^ -^' ^-0- 

Indem man jetzt, wie in §. 1 weiter verfährt, findet mau, dass die vorliegende 
Reihe, als Function von u und f> betrachtet und die durch Differentiation nach 
u und e aus ihr abgeleiteten unbedingt und einzeln in gleichem Grade con- 
vergiren, während u in dem Systeme confocaler Ellipsen mit den Brenn- 
punkten a:= +1 auf einer kleineren, als e liegt, dass dagegen, wenn diese 
Bedingung nicht erfüllt ist, die vorliegende Reihe divergirt. 

Die Reihe £{2n+i)Q^''^f>P^'*^u stellt demnach, so lange u innerhalb 
einer der bezeichneten Ellipsen, f> ausserhalb derselben liegt, eine eindeutige und 
stetige Function der beiden complexen Argumente u und v dar, deren Identität 

mit der Function für { bereits nachgewiesen worden ist. 

^""^ fMod.©>>l 

Diese Identität gilt also in dem ganzen Convergenzgebiete der Reihe. 
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lieber die Erzeugung der Curven dritter Klasse 

und vierter Ordnung durch Bewegung 

eines Punktes. 

(Von Herrn Siebeck in Liegnitz.) 



JLiässt mau die Punkte zweier sich in wenigstens zwei reellen Punkten 
schneidender Kegelschnitte einander so entsprechen, dass je zwei entspre- 
chende Punkte mit einem der Durchschnittspunkte P der Kegelschnitte in 
gerader Linie liegen, so erhalt man eine besondere Art projeclivischer Punkt- 
reihen, welche man perspectivisch nennen könnte, und welche das Eigenthfim- 
liche haben, dass wenn man in je zwei einander entsprechenden Punkten 
Tangenten legt, die von den Durchschnittspunkten der letzteren gebildete 
Curvo zwar von der vierten Ordnung nicht aber von der sechsten Klasse ist, 
wie es bei der allgemeinen Annahme projeclivischer Punktreihen der Fall 
sein müsste, (vergleiche die Abhandlung des Herrn Schröter im 54'*^" Bande 
dieses Journals) sondern nur von der dritten Klasse. Der Umstand, dass auf 
diese \Veiso die Curven dritter Klasse — vorläufig allerdings nur diejenigen, 
welche eine Doppeltangente besitzen — unmittelbar durch Bewegung eines 
Punktos erzeugt werden, gab mir Veranlassung, die aus dieser Erzeugungs- 
weise entspringenden Eigenschaften dieser Curven aufzusuchen. Die Beziehung 
in welcher diese Betrachtungen zu den Arbeiten von Steiner und Oremona 
Ober eine besondere Curve dieser Art stehen, insbesondere die Ableitung der 
//e^rschen Curve, habe ich nicht weiter erörtert, da sie der kundige Leser 
Helbst leicht findet. Ebenso habe ich diejenigen Erörterungen unterlassen, 
welche den vorstehenden nach den PolaritStsgesetzen complementSr gegen- 
Aberslohen. 

1. 
Sind in einer Ebene drei projectivische Strahlbäschel gegeben, deren 
( -onlrn l\ (>. W In gerader Linie liegen, und bilden /?, q^ r eine Gruppe enl- 
Hprochonder Strahlen dieser Bäschel, so werden sich die Ecken des von 
lelNleren gebildeten Dreiecks LMN^ wenn die Strahlen ihre Richtung ftndem, 
nur drei Kegelsohnillen \,PQ)^ {QR) und {PK) bewegen, von denen jeder 
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durch zwei der Gentra geht, und die sich ausserdem in denselben drei Pnnkten 
Ay By C schneiden; denn liegt z. B. der Punkt A zugleich in (PQ) und 
(QR)^ so liegt er gleichzeitig in allen drei Strahlen der bezüglichen Strahlen- 
gruppe, folglich auch in (PR). Seien nun p, q, r und /?', q'^ r' zwei be- 
liebige Strahlengruppen, von welchen die Dreiecke LMN und VM*N gebildet 
werden, so werden, da je zwei entsprechende Seiten der letzteren sich in 
drei in gerader Linie liegenden Punkten P^ Q, R schneiden, die Verbindungs- 
linien entsprechender Ecken nach einem bekannten Satze in einem Punkte X 
zusammenkommen, und dies wird auch dann der Fall sein, wenn die Drei- 
ecke LUiN und VM'N* einander unendlich nahe liegen und somit die Linien 
LX, MX, NX Tangenten der Kegelschnitte werden. Der Punkt X aber wird, 
wenn die Strahlen p, q, r sich um ihre Centra das zwischen ihnen festge- 
stellte Gesetz der Projectivität befolgend drehen, eine Curve C beschreiben, 
deren Natur und Eigenschaften zu untersuchen unsere Aufgabe ist. Man er- 
sieht sogleich, dass diese Curve durch die Punkte P, Q, R, A, B, C vollkommen 
gegeben ist, da jeder der drei Kegelschnitte durch fOnf dieser Punkte geht, 
also völlig bestimmt ist. Das Dreieck ABC wollen wir das Fundamental- 
dreieck, und die drei in gerader Linie liegenden Punkte P, QyR eine Involutions- 
gruppe der Curve C nennen. Wir werden nämlich bald beweisen, dass unter 
Beibehaltung des Fundamentaldreiecks die Curve C aus unendlich vielen 
solcher Gruppen erzeugt werden kann; dass insbesondere jede gerade Linie 
in der Ebene unendlich viele solcher Gruppen enthält, welche eine Involution 
dritter Ordnung bilden. 

Zunächst leuchtet ein, dass wenn es sich eben nur um die Erzeugung 
der Curve handelt, eine der drei Ecken des Dreiecks LMN nicht nöthig ist. 
Die Curve wird im Einklänge mit der im Eingange dargelegten Anschauungs- 
weise in der That schon erzeugt, wenn man um einen der Durchschnittspunkte 
P, zweier sich in A, B, C, P schneidender Kegelschnitte (PQ) und (PR) eine 
Gerade sich drehen lässt, und in den Durchschnittspunkten dieser Geraden mit den 
Kegelschnitten Tangenten an letztere legt, welche sich in X schneiden. Daher 
ist auch nicht einmal die Lage der Punkte Q und R auf diesen beiden Kegel- 
schnitten eine bestimmte, sondern nur an die Bedingung gebunden, dass sie 
mit P in gerader Linie liegen. Somit bildet jede durch P gehende Gerade 
in ihren drei Durchschnittspunkten P, Q', R' mit (PQ) und (PÄ) eine Involutions- 
gruppe der Curve C; ebenso natürlich jede durch Q gehende Gerade in ihren 
drei Dnrchschnittspunkten mit {PQ) und {QR)j und jede durch R gehende 
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Gerade in ihren Durchschnittspunkten mit (Piß) und (QR). Wir haben somit 
schon drei Schaaren von Involutionsgruppen der Curve C nachgewiesen, 
welche aber alle noch der Beschrankung unterworfen sind, dass in jeder 
Gruppe einer der drei Punkte P, Q, R von denen wir ausgegangen sind, 
vorkommen muss. Von dieser Beschränkung werden wir uns frei machen. 

Betrachten wir zu dem Ende diejenige Kegelschnittschaar ®, welche 
entsteht, wenn man durch den Punkt P unendlich viele Gerade zieht, welche 
die beiden durch P gehenden ursprünglichen Kegelschnitte (PQ) und (PR) in 
Q' und R'^ Q'' und R", etc. schneiden, und dann durch Q'R' einen dem 
Fundamentaldreieck umschriebenen Kegelschnitt {Q'R') legt, ebenso durch Q" 
und R" den dem Fundamentaldreieck umschriebenen Kegelschnitt (Q"R") etc. 
Zu dieser Schaar gehören offenbar die Kegelschnitte {PQ) und (PR) selbst, 
indem sie denjenigen Richtungen der sich um P drehenden Geraden ent- 
sprechen, in welchen dieselbe resp. (PR) und (PQ) berührt. Sodann aber 
lässt sich beweisen, dass wenn man zwei beliebige Kegelschnitte (Q'R') und 
{Q"R") aus der Schaar herausnimmt und aus ihnen unter Beibehaltung des 
Fundamentaldreiecks in derselben Weise eine neue Schaar @" bildet, wie wir 
sie vorher aus (PQ) und (PR) gebildet haben, diese neue Schaar mit der 
Schaar @ identisch ist. Denn um zunächst eine vermittelnde Schaar & aus 
(PR) und (Q'R') zu bilden, legen wir durch den Durch- 
schnittspunkt R' von (PR) und (Q'R') eine beliebige 
Gerade, welche (PR) zum zweiten Male in U, (Q'R') 
zum zweiten Male in V treffen mag; legen wir dann 
durch U und V einen dem Fundamentaldreieck um- 
schriebenen Kegelschnitt (UV)^ so gehört derselbe zu 
der Schaar ®^ und es ist zu beweisen, dass er auch 
zur Schaar ® gehört. Das letztere wird aber der Fall 
sein, wenn (UV) auch durch denjenigen Punkt geht, in 
welchem (PQ) zum zweiten Male von der Geraden PU 
geschnitten wird; was auf folgende Art bewiesen wird. 
Es liegen die sechs Punkte R', Y, Q', A, B, C 
in einem Kegelschnitt (Q'R')^ und es muss insofern bei 
Anwendung einer bekannten Bezeichnungsweise 

(1.) R'(ABCQ')7\V(ABCQ'), 

(2.) R'(ABCV)'/\Q'(ABCV) 

sein. Ebenso muss aber auch, da die sechs Punkte R', U, P, A, B, C in 




Siebeck, über Curten dritter Klasse und vierier Ordnung, 347 

einem Kegelschnitte (PR) liegen, 

(3.) R' (AßCP) J U(ABCP), 

(4.) R'(ABCU)JP(ABCÜ) 

sein. Es folgt aber einerseits aus (1.) und (3.), da die Strahlen R'Q' und 
R'P identisch sind, 

(5.) V{ABCQ') 7\" U{ABCP\ 

woraus hervorgeht, dass der Durchschniltspunkt W von VQ^ und UP auf 
dem Kegelschnitt {UY) liegt. Andererseits folgt aus (2.) und (4.), da die 
Strahlen RU und RY identisch sind, 

(6.) Q'{ABCV)'/\P(ABCU), 
woraus hervorgeht, dass W auf dem Kegelschnitt (PQ) liegt. Folglich treffen 
sich die Kegelschnitte (UV) und {PQ) und die Gerade PU wirklich in einem 
und demselben Punkte W, und wir haben somit bewiesen, dass die aus (PQ) 
und (PÄ) gebildete Schaar @ mit der aus (Pß) und (Q'R) gebildeten Schaar 
& zusammenfällt. 

Durch ein analoges Räsonnement wird aber gezeigt, dass die aus {PR) 
und (QR) gebildete Schaar ©' mit der aus (Q'R) und {Q"R") gebildeten 
Schaar &' identisch ist. Folglich ist auch <B" mit @ identisch und dem- 
nach der vorhin aufgestellte Satz allgemein bewiesen. 

Man kann somit jeden der Schaar @ angehörigen Kegelschnitt ans 
zwei beliebigen Kegelschnitten der Schaar in derselben Weise erhalten, wie 
wir oben die Kegelschnitte {Q'R), (Q"R") etc. aus (PQ) und (PR) erhalten 
haben. Hieraus folgt aber sofort, dass alle Kegelschnitte der Schaar @ in 
gleicher Beziehung zur Curve C stehen und in derselben Weise zur Erzeu- 
gung derselben dienen können, wie die ursprünglichen Kegelschnitte. Dieses 
Hauptgesetz wird durch folgenden Satz ausgedrückt: 

Die drei eierten Durchschnittspunkte irgend dreier Kegelschnitte der 
Schaar @ liegen immer in gerader Linie und bilden eine Involutions- 
gruppe der Curve C. Die Curve C aber kann auf unendlich verschie^ 
denartige Weise erzeugt werden, indem man zwei beliebige Kegelschnitte 
der Schaar @ auswählt und um ihren vierten Durchschnittspunkt eine 
Gerade sich drehen lässt; legt man dann in den Durchschnittspunkten der 
letzteren mit den zwei Kegelschnitten Tangenten, so wird der Durch'- 
Schnittspunkt dieser Tangenten immer dieselbe Curve C beschreiben. 
Durch jeden Punkt der Ebene mit Ausnahme der Punkte A, B, C 
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gehen offenbar nur zwei Kegelschnitte der Sehaar. Denn ginge beispiels- 
weise durch den Punkt P ausser {PQ) und (PR) noch ein dritter Kegelschnitt 
{Q'R)^ so würden die drei in gerader Linie liegenden Punkte F, Q\ R' 
zugleich auf diesem dem Dreieck ABC umschriebenen Kegelschnitt liegen, 
was nicht möglich ist. Hieraus ist aber leicht zu ersehen, dass jede Gerade 
in der Ebene unendlich viele Involutionsgruppen der Curve C enthält. Sei 
nämlich F ein beliebiger Punkt einer beliebigen Geraden L, so werden die 
beiden durch ihn gehenden und vollkommen bestimmten Kegelschnitte diese 
Gerade noch in zwei Punkten Q' und R' schneiden, durch welche noch ein 
dritter Kegelschnitt der Schaar geht. Die Punkte F, Q', R' werden somit 
eine Involutionsgruppe von C bilden, und es kann überhaupt jeder Punkt von 
L als zu einer solchen Gruppe gehörend betrachtet werden, und die beiden 
anderen Punkte der Gruppe sind dann durch ihn mit bestimmt. Da ferner aus 
jedem einzelnen Punkte einer solchen Gruppe die beiden anderen in gleicher 
Weise gefunden werden, so müssen sie auf der Geraden eine Involution der 
dritten Ordnung bilden. Auch leuchtet ein, dass, wenn das Fundamentaldreieck 
gegeben ist, durch drei beliebige in gerader Linie liegende Punkte P, Q, R, 
welche eine Gruppe bilden, alle anderen in der Ebene befindlichen Gruppen 
mit bestimmt sind. 

Betrachten wir nun zwei einander unendlich nahe liegende Kegelschnitte 
(PQ) und {PR) der Schaar ®, welche von einem beliebigen dritten (QR) 
in Q und R geschnitten werden, so werden auch die Punkte Q und R ein- 
ander sehr nahe liegen und somit die gerade Linie PQR den Kegelschnitt 
(QR) berühren. Zugleich aber ist P als Durcbschnittspunkt zweier einander 
unendlich naher Kegelschnitte ein Punkt der Enveloppe der Schaar ®. Wir 
erhalten somit den Satz: 

Irgend ein Kegelschnitt der Schaar <S wird eon sämmtlichen übrigen 
Kegelschnitten der Schaar in dem jedesmaligen eierten Durchschnittspunkte 
so geschnitten, dass die Tangenten, welche man in demselben an die letz^ 
teren legen kann, in einem Punkte zusammentreffen und dieser Punkt ist 
zugleich derjenige, in welchem der erstere Kegelschnitt die Enveloppe der 
Schaar berührt 
Wir wollen diesen Punkt den Hauptpunkt des betreffenden Kegelschnittes 
nennen. Ferner: 

Fallen zwei Punkte einer Involutionsgruppe zusammen, so liegt der 
dritte Punkt auf der Enveloppe der Schaar. 
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Nimmt man endlich auch den dritten beliebig angenommenen Kegel- 
schnitt {QR) dem {PQ) nnd {PK) sehr nahe an, so fallen die Punkte Q und 
R mit P zusammen und man hat den Satz: 

Die Enveloppe der Schaar @ ist der Ort aller Punkte der Ebene, 
in welchen je drei Punkte einer IneoluHonsgruppe vereinigt sind. 

Da endlich, wenn wieder (PQ) und (PR) zwei beliebige Kegelschnitte 
der Schaar @ sind, der die Curve C beschreibende Punkt X der Durch- 
schnittspunkt der beiden Tangenten ist, welche sich in den Durchschnittspunkten 
L und M einer sich um P drehenden Geraden mit den Kegelschnitten {PQ) 
und {PR) an diese Kegelschnitte legen lassen, so muss der Punkt X der 
Hauptpunkt des Kegelschnitts {LM) sein. 

Somit ist die Enveloppe der Schaar @ mit der Curve C identisch. 

Und da sich in jeder Geraden L der Ebene vier Involutionsgruppen 
von der Beschaffenheit befinden mässen, dass zwei Punkte einer solchen 
Gruppe zusammenfallen, so ist die Cvrve C von der vierten Ordnung. 

Zu gleicher Zeit geht aber aus vorstehender Betrachtung eine neue 
Erzeugungsweise der Schaar @ hervor. Ist nämlich ein Kegelschnitt der 
Schaar und mit ihm zugleich sein Hauptpunkt gegeben, so ist dies gleichbe- 
deutend damit, dass zwei (unendlich nahe) Kegelschnitte von ® gegeben sind 
also die Schaar vollkommen bestimmt. Da nun alle Kegelschnitte der Schaar 
in gleicher Weise sich verhalten, so erhalten wir den Satz: Ist ein System 
einem festen Dreieck umschriebener Kegelschnitte so beschaffen, dass einer 
derselben von allen übrigen in dem jedesmaligen vierten Durchschnittspunkt 
so geschnitten wird, dass die Tangenten, welche man an jeden derselben in 
dem resp. Durchschnittspunkte legen kann, in einem und demselben Punkte des 
ersten Kegelschnitts zusammentreffen, so wird auch jeder andere Kegelschnitt 
des Systems von den flbrigen in derselben Weise geschnitten. 



Wir haben eben gesehen, dass die Schaar @ völlig bestimmt ist, wenn 
ausser dem Fundamentaldreieck ein Kegelschnitt der Schaar und ausserdem 
sein Hauptpunkt gegeben ist. Sei daher K ein solcher Kegelschnitt und 
sein Hauptpunkt, sei ferner Q ein beliebiger Punkt von K, so wird durch 
Q noch ein zweiter Kegelschnitt K' der Schaar @ gehen, und zwar wird er 
OQ in Q berOhren. Bezeichnen wir nun die Tangenten an K und K' im 
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01' Punkte C durch t und t', so kann man t' und 
BQ, CA und OQ, AB und CQ als drei Paar 
gegenüberstehende Seiten eines dem K' einbe- 
schriebenen Sechsecks betrachten und es müssen 
nach dem Pascalschen Satze die Durchschnitts- 
punkte dieser Paare, die wir resp. durch iV, G, 
F bezeichnen wollen, in gerader Linie liegen. 
Aus demselben Grunde müssen aber auch die 
drei Durchschnittspunkte der Linienpaare l und 
BO, CA und 0^, AB und CQ, also die Punkte 
M, G, F (wenn M der Durchschnittspunkt von t und 
BO ist) in gerader Linie liegen. Folglich liegen 
die vier Punkte G, F, N, M in gerader Linie 
und man kann /' einfach dadurch construiren, dass 
man G, den Durchschnittspunkt von OQ und AC, 
mit M verbindet; ist dann N der Durchschnitts- 
punkt von GM und BQ, so ist CN die gesuchte 
\ ,, Tangente t\ Ebenso findet man die Tangente t" 
von K' in A. Ist nämlich M' der Durchschnitts- 
punkt der Tangente von K in A und von BO, so ziehe man die Gerade GM', 
welche von BQ in N' geschnitten wird; dann ist AN' die Tangente t". Es 
lässt sich aber nun leicht zeigen, dass, wenn man (0 selbstverständlich als 
fest betrachtet) Q sich auf K bewegen lässt, so dass man also allmählich alle 
Kegelschnitte der Schaar @ erhält, die von den Tangenten t' und t" gebilr 
deten Strahlbüschel projectivisch sind. Es sind nämlich alsdann auch die 
Punkte M und M' als fest zu betrachten, und es sind die Strahlbüschel OQ and 
BQ, da Q sich in einem durch und B gehenden Kegelschnitt bewegt, pro- 
jectivisch; ebenso sind, da G sich auf der Geraden CA bewegt, die Strahl- 
bflschel OQ und MG projectivisch; folglich sind auch die Strahlbüschel BQ 
und MG projectivisch, d. h. der Punkt N bewegt sich in einem Kegelschnitt, 
und zwar geht der letztere auch durch C, da N und Q zugleich nach B ge- 
langen. Somit ist auch der Strahlbüschel CN mit dem Strahlbüschel MN pro- 
jectivisch, und da, wie ächon erwähnt, der Strahlbüschel MN (oder MG) zu. 
OQ projectivisch ist, so ist auch der Strahlbfischel CN dem Strahlbüschel OQ 
projectivisch. Da man nun ebenso beweisen kann, dass auch der Strahl- 
büschel AN' dem Strahlbüschel OQ projectivisch ist, so müssen auch die 
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Strahlbüschei CN und AN' projectivisch sein. Wir haben somit bewiesen, 
dass die Tangenten der Kegelschnitte der Schaar @ in den festen Punkten 
A, B, C projectivische Strahlbüschel bilden. Bezeichnen wir nun den Durch- 
schnittspunkt von AN' und BC durch Ä, und den von CN und AB durch C, 
so werden auch die Punktreihen A' und C projectivisch sein. Gelangt aber- 
Q nach B^ so fallen die Punkte A' und C, wie man sogleich sieht, ebenfalls 
in B zusammen. Somit sind die Punktreihen A' und C perspectimsch , und 
da bekanntlich die drei Tangenten, welche man an einen, einem Dreieck um- 
schriebenen Kegelschnitt in den Ecken des Dreiecks legen kann, die gegen- 
überstehenden Seiten immer in drei in gerader Linie liegenden Punkten treffen, 
so haben wir jetzt folgenden Satz bewiesen: 

Legt man an jeden der Kegelschnitte der Schaar @ in den Ecken 
des Fundamentaldreiecks Tangenten^ toelche die gegenüberstehenden Sei- 
ten des Dreiecks immer in drei in gerader Linie L liegenden Punkten 
schneiden, so gehen alle diese Linien L durch einen festen Punkt. 
Wir wollen diesen festen Punkt ein für allemal durch P bezeichnen 
und werden zeigen, dass die Gurve C drei Rückkehrtangenten hat und dass 
P der gemeinsame Durchschnittspunkt der letzteren ist. Unter den Kegel- 
schnitten der Schaar @ befinden sich nämlich drei, von denen jeder aus einem 
System von zwei Geraden besteht ; diejenigen nämlich, welche man erhält, wenn 
man den Punkt Q in die Ecken des Fundamentaldreicks verlegt. Jeder dieser 
Kegelschnitte besteht aus zwei Seiten dieses Dreiecks, und wir wollen daher 
den aus den Geraden AB und AC bestehenden Kegelschnitt durch A, ebenso 
die beiden anderen entsprechend durch B und C bezeichnen. Die Tangenten 
des Kegelschnitts A gehen sämmtlich durch den Punkt A, aber nur eine von 
ihnen kann zugleich als Tangente der Enveloppe von @, nämlich als Tan- 
gente im Hauptpunkte A des Kegelschnitts A betrachtet werden. Diese aber 
ist keine andere als die Verbindungslinie des Punktes A mit dem festen 
Punkte P; denn die durch P gehende Gerade, welche wir in dem zuletzt 
bewiesenen Satze mit L bezeichnet haben, fällt bezüglich des Kegelschnitts 
A offenbar mit AP zusammen. Sind dann K' und K" die dem Kegelschnitt 
A unendlich nahen Kegelschnitte der Schaar @ (von denen wir den einen 
als dem A vorhergehend, den anderen als nachfolgend betrachten können), 
so treffen dieselben den Kegelschnitt A in zwei dem Punkt A unendlich nahen 
Punkten R und T, und es müssen dann nach einem eben bewiesenen Satze 
die Tangenten, welche man in R und T an K' und K" legen kann, durch 
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den Hauptpunkt A des Kegelschnitts A gehen. Da aber offenbar R und 7 
auch als Hauptpunkte von K' und K*' betrachtet werden können, so gehen in 
dem vorliegenden Falle drei auf einander folgende Tangenten der Enveloppe 
von ® durch den Punkt A; somit ist A ein Rückkehrpunkt der Enveloppe und 
AP eine Räckkehrtangente. Dasselbe gilt von B und C. Wir erhalten somit 
den Satz: 

Die Curee C hat drei Rückkehrpunkte ^ welche in die Ecken des 

Fundamentaldreiecks fallen, und die drei Rückkehrtangenten schneiden sich 

in dem Punkte P. 
Da endlich jeder Rückkehrpunkt die Klassenzahl einer Curve um drei Ein* 
heiten vermindert, so haben wir zugleich bewiesen, dass die Curee C von 
der dritten Klasse ist. Sie heisse daher fortan C3. 

Wenn in der Ebene eines Dreiecks ABC ein Punkt 11 und eine Gerade 
71 eine solche gegenseitige Lage haben, dass, wenn n die Seite BC in A', 
AC in B^, AB in C schneidet, die Geraden All und AA' harmonisch sind 
zu den Dreiecksseiten AB und AC und ein analoger Sachverhalt bezüglich 
der übrigen Ecken stattfindet, so nennt man bekanntlich IT und n Pol und 
Polare in Bezug auf das Dreieck; und zwar ist diese Bezeichnung zutreffend, 
sowohl wenn man das von den drei Seiten des Dreiecks gebildete System 
von Geraden als Curve dritter Ordnung, als auch wenn man das von den 
Ecken des Dreiecks gebildete Punktsystem als Curve dritter Klasse ansieht. 
Ist in dem Dreieck nur eine Ecke und die ihr gegenüberstehende Seite reell, 
während die beiden anderen Ecken durch ein in dieser Seite angenommenes 
Involutionssystem mit zwei imaginären Doppelpunkten gegeben sind, so hat 
gleichwohl jeder reelle Pol eine reelle Polare; es reicht aber die eben ge- 
gebene Definition alsdann nicht mehr zur Construction aus. Diese Schwierig- 
keit hebt sich aber sogleich, wenn man bedenkt, dass für den Fall eines 
reellen Dreiecks, wenn wir die Durchschnittspunkte von AU mit n und BC 
respeclive durch IT' und A' bezeichnen, immer das Schnittverhältniss -jf^ 
einen doppelt so grossen absoluten Werth haben muss, als das Schnittverhalt- 

niss -jnjjF (was leicht bewiesen werden kann). Dieses Gesetz muss aber 

auch dann noch stattfinden, wenn das Dreieck ABC imaginär ist. 

Ist daher A die reelle Ecke des Fundamental dreiecks und a die ihr 
gegenüberstehende reelle «Seite, so findet man zu einem gebenen Pol TT die 
Polare, indem man ATT bis zu dem der soeben angegebenen Bedingung ent- 
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sprechenden Punkte 77' verlängert und ausserdem auf a den dem Ä' in dem 
gegebenen Involutionssystem entsprechenden Punkt A aufsucht; alsdann ist 
An* die gesuchte Polare. Der Ort der Pole aller Geraden, welche durch 
einen festen Punkt P gehen, ist ein dem Dreieck umschriebener Kegelschnitt, 
welcher die conische Polare von P in Bezug auf das Dreieck ist, letzteres 
als Curve dritter Ordnung betrachtet; auch ist dieser Kegelschnitt leicht zu 
construiren, da er die Geraden uAA, BB\ CC zu Tangenten hat. Anderer- 
seits ist die Enveloppe der Polaren aller Punkte einer festen Geraden p ein 
dem Dreieck einbeschriebener Kegelschnitt, welcher die conische Polare von 
p in Bezug auf das Dreieck ist, letzteres als Curve dritter Klasse betrachtet. 
Sind p und P Pol und Polare in Bezug auf das Dreieck, so findet zwischen 
dem einbescbriebenen und dem umschriebenen Kegelschnitt eine doppelte Be- 
rührung Statt, und zwar sind die beiden Berührungspunkte imaginär, wenn alle 
drei Ecken des Dreiecks reell sind ; dagegen sind sie reell, wenn das Dreieck 
nur eine reelle Ecke hat. Die Berührungssehne aber ist identisch mit der 
Geraden p^ und der Durchschnittspunkt der beiden gemeinschaftlichen Tangenten 
identisch mit dem Punkte P. 

Dieses vorausgeschickt, ersehen wir aus dem in Betreff der Schaar ® 
zuletzt bewiesenen Hauptsatze, dass die in Bezug auf das Fundamentaldreieck 
genommenen Pole der Kegelschnitte dieser Schaar von der Beschaffenheit 
sind, dass ihre geraden Polaren durch einen festen Punkt P gehen, und dass 
sie somit selbst in demjenigen dem Dreieck umschriebenen Kegelschnitt 6 
liegen, welcher die conische Polare von P ist. Und umgekehrt werden, wenn 
irgend ein Kegelschnitt dem Dreieck umschrieben ist, die conischen Polaren 
der Punkte desselben in Bezug auf die Curve dritter Ordnung ABC, alle 
oben gezeigten Eigenschaften der Schaar ® besitzen. Zieht man sodann an 
Ö eine beliebige Tangente, so ist ihr Pol der Durchschnittspunkt zweier un- 
endlich naher Kegelschnitte der Schaar, also ein Punkt der Enveloppe C3. 

Die Curve C^ ist somit der Ort der in Bezug auf das Fundamen-^ 
taldreieck genommenen Pole der Tangenten eines diesem Dreieck um- 
schriebenen Kegelschnitts. 

Von diesem Gesichtspunkte aus lässt sich auch leicht beweisen, dass 
sie vierter Ordnung und dritter Klasse ist. Eine beliebige Gerade L nämlich 
wird die Curve C» so vielmal schneiden, als Punkte in der Geraden vorhanden 
sind, welche Tangenten von 6 zu Polaren haben. Die Enveloppe der Polaren 
aller Punkte von L ist aber, wie oben erwähnt, ein dem Dreieck einbeschriebener 
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Kegelschnitt, und dieser bat mit vier gemeinsame Tangenten; daher ist C3 
von der vierten Ordnung. Lässt man nun die Gerade L sich um einen ihrer 
Punkte drehen, so erhält man eine Schaar dem Dreieck einbeschriebener 
Kegelschnitte, welche sämmtlich eine feste Gerade 0, die Polare von 0, be- 
rähren. So oft nun von den vier einem Kegelschnitt dieser Schaar mit dem 
Q gemeinsamen Tangenten zwei zusammenfallen, so oft also ein Kegelschnitt 
dieser Schaar berührt, ebenso oft wird die Gerade L eine Tangente von 
C3 sein. Da es aber immer sechs Kegelschnitte giebt, weiche vier feste 
Gerade und zugleich einen gegebenen Kegelschnitt berühren, so lassen sich 
demnach sechs Tangenten von an C3 ziehen. Unter diesen sechs Tan- 
genten befinden sich aber immer drei, welche nach den festen Punkten A, B, 
C gehen und folglich nicht mitzuzählen sind. Somit ist C3 eine Curve dritter 
Klasse. Zugleich kann man nun auch die Lage der Doppeltangente bestimmen. 
Letztere muss offenbar in diejenige Linie fallen, für welche die Enveloppe 
der Polaren der einzelnen Punkte derjenige dem Dreieck ABC einbeschriebene 
Kegelschnitt ist, welcher doppelt berührt, also in die Polare p des Durch- 
schnittspunkts der Bückkehrtangenten P in Bezug auf das Dreieck. Sie ist 
eine isolirte Tangente, wenn das Dreieck ABC reell ist; dagegen sind beide 
Berührungspunkte reell, wenn das Dreieck nur eine reelle Ecke und eine 
reelle Seite hat. Die Berührungspunkte fallen nämlich offenbar in die Durch- 
schnittspunkte der Doppeltangente mit dem Kegelschnitt 0. Hierdurch ist dann 
auch der letztere Kegelschnitt bezüglich seiner Lage zur Curve C^ hinlänglich 
charakterisirt, und wir können die jetzt gewonnenen Besultate kurz so zu- 
sammenfassen : 

Der durch die drei Rückkehrpunkte und die beiden Berührungspunkte 
der Doppeltangente einer Curve dritter Klasse und vierter Ordnung C3 
gehende und somit völlig bestimmte Kegelschnitt ist der Ort der in Bezug 
auf das von den Rückkehrpunkten gebildete Dreieck genommenen Pole 
der Kegelschnitte der Schaar @, die Curve C^ selbst aber ist der Ort 
der Pole der Tangenten dieses Kegelschnitts, 

Zu gleicher Zeit stellt sich auch noch ein interessantes Gesetz bezüg- 
lich der Involutionsgruppen heraus. Sind nämlich Q, R, T die vierten 
Durchschnittspunkte dreier Kegelschnitte der Schaar ® (QR)^ (QT)^ (ß^^ 
und sind resp. L, M, N die Pole dieser Kegelschnitte, welche also auf liegen, 
so ist NM die Polare von Q in Bezug auf das Fundamentaldreieck, LN die 
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Polare von /?, MN die Polare von Q, Da nun die beiden Dreiecke ABC und 
LMN einem und demselben Kegelschnitt einbeschrieben sind^ so sind sie 
nach einem bekannten Satze auch einem und demselben Kegelschnitt umschrie- 
ben, und zwar ist letzterer Kegelschnitt die Enveloppe der Polaren der Punkte 
der Geraden QRT. Lässt man nun das Dreieck LMN sich so herumbewegen, 
dass es fortwährend dem einbeschrieben und dem anderen Kegelschnitt 
umschrieben ist, so bewegen sich die Pole der Seiten desselben auf der Ge- 
raden und bilden hierbei die dieser Geraden angehörenden Involutionsgruppen 
der Curve C^. 

3. 

Sind von einer Curve C^ die drei Rfickkehrpunkte A, B, C und der 
Durchschnittspunkt P der Röckkehrtangenten gegeben, so können wir durch 
eine einfache Construction zu beliebigen Punkten der Curve gelangen. Es 
ist hierzu hinreichend, den Polarkegelschnitt von P zu construiren und von 
den Tangenten desselben die Pole in Bezug auf das Dreieck ABC zu suchen. 
Wir können aber dann unter Anderem die Frage aufwerfen: wie sind zwei 
Tangenten des Kegelschnitts zu wählen, damit ihre entsprechenden Pole solche 
Punkte der Curve C^ sind, dass ihre Verbindungslinie selbst die Curve C3 
berährt, dass also die zugehörigen Tangenten conjugirt sind; ferner: wie sind 
drei Tangenten des Kegelschnitts zu wählen, damit die entsprechenden Tan- 
genten der Curve C3 sich in einem Punkte schneiden? 

Die erste Frage ist leicht zu beantworten. Da nämlich conjugirte 
Tangenten in einer reciproken Beziehung stehen, so mflssen die entsprechen- 
den Tangenten von d. h. die in Bezug auf das Fundamentaldreieck genom- 
menen Polaren der Berührungspunkte je zweier conjugirter Tangenten ein 
Involutionssystem bilden, folglich mässen sich je zwei solcher Tangenten des 
Kegelschnitts in einer festen Geraden treffen. Diese Gerade aber muss mit 
der Doppeltangente p von Cj identisch sein; denn die Doppelstrahlen des von 
den Tangenten des Kegelschnitts gebildeten Involutionssystems sind offenbar 
diejenigen Tangenten, welche die Durchschnittspunkte der Doppeltangente 
mit dem Kegelschnitt zu Berührungspunkten haben. Wir erhalten somit 
den Satz: 

Legt man von einem beliebigen Punkte der Doppeltangente einer 
Curee dritter Klasse und vierter Ordnung C3 &wei Tangenten an den 
durch die drei Rückkehrpunkte und die beiden Berührungspunkte der Dop^ 
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peltangente gehenden Kegelschnitt , und nimmt von diesen Tangenten die 
Pole in Bezug auf das von den Rückkehrpunkten gebildete Dreieck so 
sind dies zwei solche Punkte der Curve C^ , deren Tangenten conjugirt sind. 
Sind ferner P' und F" die Berührungspunkte der beiden in Rede ste- 
henden Tangenten von 0, so müssen dieselben mit dem Hauptpol P in ge- 
rader Linie liegen; somit muss der Pol P'" der Geraden P'P" in Bezug auf 
das Dreieck ABC selbst auf dem Kegelschnitt liegen. Der Punkt P"' ist 
aber der Durchschnittspunkt derjenigen Kegelschnitte der Schaar (S^ welche 
den Punkten P' und F' polar sind, und deren Hauptpunkte folglich die ent- 
sprechenden Punkte der Curve C3 sind. Folglich schneiden sich je zwei 
Kegelschnitte der Schaar ®, welche die Curve Cj in zwei solchen Punkten 
berühren, deren Tangenten conjugirt sind, auf dem Kegelschnitt 0. Ausser- 
dem aber müssen sich, da sich in dem Punkte der Doppeltangente die beiden 
Tangenten OP' und OP" von treffen, die Pole dieser drei Geraden in Be- 
zug auf das Dreieck ABC selbst auf einem diesem Dreieck umschriebenen 
Kegelschnitt befinden. Wir erhalten somit den Satz: 

Jeder durch die drei Rückkehrpunkte und den Durchschnittspunkt 
der Rückkehrtangenten einer Curee dritter Klasse und vierter Ordnung 
gehende Kegelschnitt schneidet diese Curve noch in !su)ei solchen Punkten^ 
zu welchen conjugirte Tangenten derselben gehören. 

Behufs Beantwortung der zweiten Frage wollen wir annehmen, dass 
F ein fester Punkt der Curve O3 und / die zugehörige Tangente sei, welche 
C3 ausserdem in G und H schneiden mag; seien femer M^ P, P" die auf 
dem Kegelschnitt liegenden Pole der die Curve Cj in F, G, H berührenden 
Kegelschnitte der Schaar @; so dass also P' und P", da die Punkte G und 
H die Berührungspunkte conjugirter Tangenten von Cj sind, mit P in gerader 
Linie liegen. Bewegt sich dann ein Punkt Z auf der Geraden t, und denkt 
man sich von demselben zwei Tangenten ( und i' an C3 gezogen, so sind 
die Berührungspunkte derselben zugleich Hauptpunkte zweier Kegelschnitte 
T und T" der Schaar ®, deren in Bezug auf das Dreieck ABC genommene 
Pole Q* und ()" auf dem Kegelschnitt ein Involutionssystem bilden. Die 
Doppelpunkte dieser Involution sind die Punkte P', P"; ist daher wieder 
der auf der Doppeltangente liegende Pol der Geraden FF' in Bezug auf 0, 
so geht die Gerade Q'Q'\ während Z sich bewegt, fortwährend durch den 
Punkt 0. Und umgekehrt schneidet* jede durch einen festen Punkt der 
Doppeltangente gehende Gerade den Kegelschnitt in zwei solchen Punkten, 
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deren zugehörige Tangenten in Bezug auf das Dreieck Polaren sind zweier 
Punkte der Curve C3, deren zugehörige Tangenten /' und /" sich auf einer 
festen Tangente / schneiden. Bezeichnen wir nun den Durchschnittspunkt der 
Kegelschnitte T und T" mit X, so wird, während sich Z auf der festen 
Tangente / bewegt, X sich auf einem festen Kegelschnitt K bewegen, näm- 
lich auf dem Polarkegelschnilt von 0. Da die Punkte X und Z sich nur ein- 
deutig entsprechen, so werden sie auf der Geraden / und dem Kegelschnitt 
K projectivische Punktreihen bilden ; und da der Punkt P auf dem Kegelschnitt 
K liegt, so werden die Strahlen PZ und PX projectivische Baschel bilden. 
Es lassen sich mehr als zwei Strahlen des einen dieser beiden Bäschel nach- 
weisen, welche auf die entsprechenden Strahlen des anderen Büschels fallen. 
Verlegt man nämlich Z in den Durchschnittspunkt von t mit einer der Rück- 
kehrtangenten AP^ BP, CPy so fällt X resp. nach A, B, C (man könnte 
ausserdem auch zeigen, dass Z und X zusammenfallen, wenn Z nach G und 
H gelangt); demnach muss überhaupt jeder Strahl des einen Büschels auf 
den entsprechenden des anderen fallen, und es liegen daher die Punkte P^ 
Xy Z immer in gerader Linie. Somit geht die Gerade, welche den Durch- 
schnittspunkt der Rückkehrtangenten mit dem vierten Durchschnittspunkte 
zweier beliebiger Kegelschnitte der Schaar @ verbindet, auch durch den 
Durchschnittspunkt der beiden Tangenten, welche man an die Enveloppe Oj 
der Schaar in den beiden Punkten legen kann, in welchen sie von diesen 
Kegelschnitten berührt wird, und welches zugleich die Hauptpunkte dieser 
Kegelschnitte sind. Hieraus erhalten wir aber sofort folgenden bemerkens- 
werthen Satz: 

lAeg^i die drei Punkte einer Inrolutionsgruppe der Curve C, mit 
dem Durchschnittspunkt der Rückkehrtangenten in gerader Linie, so treffen 
sich die den drei Kegelschnitten der Schaar @^ welche durch je zwei 
dieser Punkte gehen, entsprechenden Tangenten der Curve C3 in einem 
Punkte, und zwar liegt dieser Punkt in derselben geraden Linie, 

Bewegt sich daher ein Punkt Z, von welchem aus drei Tangenten an 
C3 gelegt sind, in einer durch den Durchschnittspunkt P der Rückkehrtangenten 
gehenden Geraden, so bewegen sich die drei vierten Durchschnittspunkte der 
drei Kegelschnitte der Schaar ®^ deren Hauptpunkte mit den Berührungs- 
punkten jener Tangenten identisch sind, in derselben geraden Linie. Die den 
Punkten einer solchen Involutionsgruppe entsprechenden Polaren in Bezug auf 
das Fundamentaldreieck werden aber, wie aus dem Früheren hervorgehl, ein 
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Dreieck bilden, welches sich so bewegt, dass es fortwährend dem Kegelschnitt 
einbeschrieben und einem dem Fundamentaldreieck einbescbriebenen Kegel- 
schnitt, der Enveloppe der Polaren der Punkte jener Geraden, umschrieben 
ist. Letzterer Kegelschnitt muss aber, da jene Gerade durch P geht, offenbar 
die Doppeltangente berühren. Wir haben daher hiermit folgendes Gesetz be- 
wiesen: 

Beschreibt man um dcts von den Rückkehrpunkten einer Curve dritter 
Klasse und vierter Ordnung C^ gebildete Dreieck ABC denjenigen Ke^ 
gelschnitt O, welcher durch die Berührtingspunkte der Doppeltangente 
geht, und ausserdem in dasselbe Dreieck einen derjenigen Kegelschnitte, 
welche die Doppeltangente berühren, und bildet man dann alle Dreiecke, 
welche dem ersteren Kegelschnitt einbeschrieben, dem anderen umschrieben 
sind, so werden 

1) die in Bezug auf das Dreieck ABC genommenen Pole der Seiten dieser 
unendlich vielen Dreiecke eine Involution dritter Ordnung bilden auf einer 
Geraden L, welche durch den Durchschnittspunkt der Rückkehrtangenten geht; 

2) werden, wenn man in den Ecken eines beliebigen dieser Dreiecke Tanr- 
genten an den Kegelschnitt 6 legt, die in Bezug auf das Dreieck ABC 
genommenen Pole dieser Tangenten immer eine auf der Curve C^ liegende 
Gruppe von drei solchen Punkten bilden, dass ihre zugehörigen Tangenten 
sich in einem Punkte schneiden, und letzterer Punkt wird ebenfalls auf 
der Geraden L liegen. 

Um nun noch zu ermitteln, in welcher Beziehung die auf liegenden 
Punkte M, P, P" zu einander stehen, wollen wir denjenigen Kegelschnitt der 
Schaar @, welcher C^ in F berührt, durch K bezeichnen ; alsdann wird, wenn 
wir den sich auf der Tangente t bewegenden Punkt Z mit P verbinden, die 
Verbindungslinie dem soeben Bewiesenen zu Folge den Kegelschnitt K stets 
in zwei solchen Punkten a und ß schneiden, durch welche noch diejenigen 
zwei Keglschnitte T und T" der Schaar gehen, denen zwei sich in Z schnei- 
dende Tangenten der Curve C^ entsprechen. Gelangt nun der Punkt Z nach 
G, so werden die beiden Punkte a und ß in einen einzigen und zwar auf 
PG liegenden Punkt Q zusammenfallen, und die Linie PG wird folglich den 
Kegelschnitt K in einem Punkte R berfihren; ebenso wird auch die Gerade 
PH diesen Kegelschnitt in T berühren. Da somit RT Polare von P in Bezug 
auf den Kegelschnitt K (gemischte Polare von P und M) ist, so ist sie zu- 
gleich Polare des Punktes M in Bezug auf den Kegelschnitt 0. Der Punkt 



Sieb eck, über Curt>en dritter Klasse und vierter Ordnung. 359 

M liegt aber selbst auf 0, und seine Polare ist somit die Tangente von in 
M; somit ist die Gerade QT eine Tangente von 0. Da nun aber die drei 
Durchschnittspunkte der drei Kegelschnitte Ä, T^ T'\ welche der Schaar @ 
angehören, in gerader Linie liegen, und schon zwei dieser Punkte, nämlich Q 
und T (als Durchschnittspunkte von K mit 7' und 7") auf der Tangente von 
im Punkte M liegen, so muss auch der dritte dieser Punkte, der Durch- 
schnittspunkt von T und V auf dieser Tangente liegen. Dieser Punkt muss 
aber auch, da V und 7" zu conjugirten Tangenten von C^ gehören, einem oben 
bewiesenen Satze zufolge, auf liegen; er muss also mit if zusammenfallen. 
Berücksichtigt man nun, dass nicht nur K die conische, sondern auch 
F'P" die gerade Polare des Punktes M in Bezug auf das Fundamentaldreieck 
ist, so erhält man den Satz: 

Zieht man durch den Durchschnittspunkt der Rückkehrtangenten der 
Curve Cj eine beliebige Gerade, welche den Kegelschnitt in F und P" 
schneidet, und ist M der auf liegende Pol der Geraden P'P" in Be^ 
ssug auf das Fundamentaldreieck, legt man femer in den Punkten M, P, 
P" Tangenten an den Kegelschnitt 0, und sind resp, F, G, H die Pole 
dieser Tangenten in Bezug auf das Fundamentaldreieck, so sind F, G, 
H drei in gerader Linie liegende Punkte der Curee C3, und zwar berührt 
diese Gerade C3 in F. 

Die Aufgaben, welche wir uns im Anfange dieses Paragraphen ge- 
stellt haben, sind somit vollständig gelöst. 

4. 

Die speciellen Fälle, welche bei vorstehendem Aufsatz in Betracht 
kommen, zerfallen in zwei Hauptgruppen, welche dadurch bedingt sind, dass 
in dem Fundamentaldreieck alle Ecken und Seiten reell, oder nur eine Ecke 
und die gegenüberstehende Seite reell sein kann. Zu den Curven der ersten 
Gruppe gehört auch die Steinersche Curve; sie bildet denjenigen Fall, in 
welchem das Fundamentaldreieck gleichseitig ist und die Doppeltangente in 
die unendlich entfernte Gerade fällt; die beiden Berührungspunkte sind dann 
unendlich entfernte imaginäre Kreispunkte. 

Der Kegelschnitt ist der von Steiner mil d^ bezeichnete Kreis, und 
die Schaar @ besteht aus denjenigen dem gleichseitigen Dreieck ABC um- 
Bchriebenen Kegelschnitten (lauter Hyperbeln), 'bei welchen die in den Ecken 
gelegten Tangenten die Gegenseiten des Dreiecks in drei Punkten treffen. 
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welche mit dem Schwerpunkte desselben in gerader Linie liegen. Bei den 
Curven der zweiten Gruppe hat die Doppeltangenie immer zwei reelle Be- 
rührungspunkte, und es giebt auch in dieser Gruppe eine specielle Curve, 
welche sich durch besonders interessante Eigenschaften auszeichnet, nämlich 
diejenige, für welche zwei Ecken des Fundamentaldreiecks, also zwei Rück- 
kehrpunkte in die beiden unendlich entfernten imaginären Kreispunkte fallen. 
Ist nämlich ein beliebiger Punkt A die reelle Ecke des Fundamentaldreiecks 
und ein anderer beliebiger Punkt P der Durchschnittspunkt der drei Rückkehr- 
tangenten (von denen zwei imaginär sind), so ist aus dem, was in §. 2 über 
Pol und Polaren in Bezug auf imaginäre Dreiecke gesagt worden ist, leicht 
einzusehen, dass zu einem beliebigen Punkte Q der Ebene die Polare q in 
Bezug auf das Fundamentaldreieck, dessen Ecken B und C in die imaginären 
Kreispunkte fallen, gefunden wird, wenn man die Gerade QA über A hinaus 
bis iV verlängert, so dass AN=IQA ist, und sodann auf ^iV in iV eine Nor- 
male q errichtet. Hiernach ergiebt sich also die Doppeltangente p der in Rede 
stehenden Curve von selbst. Ferner ist der Kegelschnitt ofiFenbar ein Kreis 
und zwar derjenige, für welchen P und p Pol und Polaren sind, also auch 
durch A^ P und p völlig bestimmt; auch sieht man sogleich, dass der durch 
die Doppeltangente p von diesem Kreise abgeschnittene Bogen 120" beträgt. 
'Endlich sieht man auch leicht ein, dass jede Parabel, welche A zum Brenn- 
punkt hat, als ein dem Fundamentaldreieck einbeschriebener Kegelschnitt be- 
trachtet werden kann ; denn insofern der Brennpunkt einer solchen Parabel in 
A liegt, wird sie von den imaginären Seiten AB und AC des Dreiecks be- 
rührt; und insofern sie eine Parabel ist, hat sie die unendlich entfernte Seite 
BC zur Tangente. Bei richtiger Durchführung vorstehender Andeutungen 
gelangt man unter Benutzung einiger speciellen Eigenthümlichkeiten der Figur 
zu folgenden bemerkenswerthen Gesetzen: 

Zieht fimn in einer Ebene vier beliebige Gerade und beschreibt um 
die vier von je dreien derselben gebildeten Dreiecke Kreise , so gehen 
die letzteren alle durch einen und denselben Punkt A; auch liegen die vier 
Mittelpunkte der Kreise selbst in einem Kreide K, welcher ebenfalls durch 
A geht. Bildet man eine Scharr @ von solchen Kreisen^ welche sämmt-- 
lieh ihre Mittelpunkte auf K haben und durch A gehen, so hat dieselbe 
alle Eigenschaften der früher mit ® bezeichneten Kegelschnittschaar: 
die drei zweiten reellen Durchschnittspunkte je dreier dieser Kreise lie^ 
gen immer in gerader Linie; jeder Kreis wird von cMen übrigen so ge- 
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schnitten, dms die Tangenten, welche man an dieselben in dem jedesma- 
ligen Durchschnittspunkte legen kann in einem Punkte des ersteren zu- 
sammentreffen, in demjenigen nämlich, in welchem dieser Kreis die En- 
eeloppe der Schaar berührt, etc. Die Enteloppe C, selbst ist eine Curee 
dritter Klasse und vierter Ordnung, eon welcher ein Rückkehrpunkt in 
A liegt, während die beiden anderen in die unendlich entfernten imagi- 
nären Kreispunkte fallen. Als Durchschnittspunkt der Rückkehrtangenten, 
von denen zwei imaginär sind, ist der Mittelpunkt P des Kreises K zu 
betrachten. Die Doppeltangente , welche zwei reelle Berührungspunkte 
hat, wird gefunden, wenn man die Gerade PA über A hinaus um die 
Strecke ^PA verlängert und auf der Verlängerung in ihrem Endpunkte 
eine Normale errichtet. Der durch die drei Rückkehrpunkte und die bei- 
den Berührungspunkte der Doppeltangente gehende Kegelschnitt ist ein 
dem K gleicher Kreis, welcher K von aussen in A berührt. Wählt man 
zwei beliebige Kreise der Schaar @ etwa K' und jfif" und legt durch den 
zweiten (d. h. nicht in A befindlichen) Durchschnittspunkt derselben eine 
Gerade q, welche die beiden Kreise zum zweiten Male in M und N trifft, 
so wird der Durchschnittspunkt der in M und N an dieselben gelegten 
Tangenten während einer Drehung eon q um den festen Durchschnitts- 
punkt der beiden Kreise immer die nämliche Curee C^ beschreiben. Diese 
Curf>e kann auch als Fusspunktcuree des Kreises K für einen in A fal- 
lenden Pol betrachtet werden oder als Epicykloide eon K mit einem 
Rückkehrpunkte, für welche also der auf K rollende Kreis gleich K ist; 
femer auch als diejenige Curee, welche man erhält, wenn man um den 
in A liegenden Brennpunkt einer Parabel, deren Achse in die Rich- 
tung PA fällt, einen Kreis beschreibt und zu den Punkten der Parabel 
die in Bezug auf diesen Kreis conjugirten Pole (im Plückerschen Sinne) 
sucht, so dass also die Curve Cj der Parabel kreisverwandt ist. Jeder 
durch P und A gehende Kreis schneidet die Curve C^ in zwei solchen 
Punkten, deren zugehörige Tangenten conjugirt sind. In zwei solchen 
Punkten berühren auch je zwei Kreise der Schaar ® die Curve C^^ wenn 
ihre Mittelpunkte im Kreise K harmonisch liegen zu den beiden Punkten, 
in welchen derselbe von der Normalen geschnitten wird, welche man auf 
der Linie AP in ihrer Mitte errichten kann. Theilt man die Peripherie 
des Kreises K auf beliebige Weise in drei gleiche Theile und wählt die- 
jenigen Kreise aus der Schaar @, deren Mittelpunkte in die Theilpunkte 
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fallen, so berühren diese die Curve C^ in drei solchen Punkten, zu 
denen parallele Tangenten gehören, und zwar sind diese drei Tangenten 
zugleich der Geraden parallel, welche durch P und die drei zweiten Durch- 
Schnittspunkte der Kreise geht. Um überhaupt drei Punkte auf Cj so 
zu bestimmen, dass ihre zugehörigen Tangenten sich in einem Punkte 
schneiden, braucht man nur drei solche Kreise der Scholar ® zu wählen, 
deren drei zweite Durchschnittspunkte in eine durch P gehende Gerade 
fallen; die drei Berührungspunkte dieser Kreise mit der Curve C^ lhaben 
dann die verlangte Beschaffenheit und zwar liegt auch der Durchschnitts- 
punkt der drei entsprechenden Tangenten von C^ auf der erwähnten Ge- 
raden. Der Ort der Durchschnittspunkte conjugirter Tangenten (Hessesche 
Curve) besteht aus der Doppeltangente p und einer durch die Berührungs- 
punkte der Doppeltangente gehenden Hyperbel, welche zugleich eon den 
Verbindungslinien der genannten Berührungspunkte mit P berührt wird. 
Ihr Mittelpunkt wird gefunden, wenn man die Gerade AP über P hinaus 
um f des Radius von K verlängert und ihre Halbmesser a und b sind 
resp. = fr und r^^^ u. s. w. 

Liegnitz, Februar 1866. 
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lieber einen algebraischen Typus der Bedingungen 
eines bewegten Massensystems. 

(Von Herrn Ä. Lipschits in Bonn.) 



1. 

W enn ein System materieller Punkte unter der Einwirkung eines 
Systems von Kräften steht, bei dem eine KrSftefunction existirt, und einem 
System von Bedingungsgleichungen unterworfen ist, die von der Zeit nicht 
abhängen, so giebt es bekanntlich immer ein Integral, in dessen Ausdruck die 
individuelle Beschaffenheit der Bedingungen nicht eingeht, das Integral der 
lebendigen Kraft. Es ist aber, soviel ich weiss, bisher nicht bemerkt worden, 
dass aus den Gesetzen der Bewegung ein zweites von der individuellen Be- 
schaffenheit der Bedingungen unabhängiges Resultat abgeleitet werden kann, 
sobald denselben eine gewisse Beschränkung allgemeiner Art auferlegt wird. 
Nennt man die Punkte des Systems der Reihe nach Pj, P29 ••• Pn, ferner 
diejenige Lage desselben, bei der beziehungsweise der Punkt P^ den 
Ort Ba einnimmt, (Bi^Bz^ '.. B„)^ und eine gewisse ausgezeichnete Lage 
(^,, j42, ... ^„), bezeichnet man die Coordinaten der Oerter B„ und A^ in 
einem rechtwinkligen Coordinatensystem respective durch a?„, y„, z„ und o„, 
ba^ Ca 9 endlich die herrschenden Bedingungen durch die Gleichungen 

(1.) *, = o, *2 = o, . . . *, = 0, 
so lässt sich die in Rede stehende Beschränkung so aussprechen, dass ^1, 
^2? • • • ^i algebraische homogene Functionen der 3n Coordinatendifferenzen 

^a — ««^ Va — b^y Za — Ca 

sein sollen. Es bedeute nun (£1, £29 ••• ^n) die Lage, welche das Massen- 
system während seiner Bewegung zur Zeit / einnimmt, und es werde fflr 
jeden Punkt P^ das Product aus der demselben zugehörigen Masse m^ in das 
Quadrat des Abstandes AaB^ gebildet, und von diesem Product Aber die n 
Punkte die Summe genommen, die gleich 2G sein möge, alsdann gilt der Satz, 
dass der nach der Zeit / genommene zweite Differentialquotient 4er Summe 
2G einen Werth hat, der nicht von der individuellen Beschaffenheit der Be- 
dingungen, sondern allein von der Lage des bewegten Massensystems abhängt. 
Ich werde diesen Satz beweisen, und mit Hülfe desselben die Bedingungen 
für die Stabilität der Bewegung bei gewissen Bewegungsproblemen aufstellen. 

46» 
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In Betreff der allgemeinen Beschaffenheit einer algebraischen homo- 
genen Function W von gegebenen Elementen liann man erwähnen, dass, weil 
der Grad derselben gleich einem Bruch — ist, dessen Zähler und Nenner 

ganze Zahlen sind, die Potenz W^ eine homogene Function vom ^*^" Grade 
wird, und deshalb immer einer algebraischen Gleichung 

E W+E, W'^'-'^+'^'+E, = 

genflgen muss, deren Coefficienten E^ E^^ ... E^ rationelle ganze homogene 
Functionen der Elemente von den Graden c, c+^), . . . c+^?» sind. Unter den 
q« Wurzeln der Gleichung in W werden dann und nur dann zwei Wurzeln 
von endlichem Werlhe gleich, wenn die Discriminante J der Gleichung ver- 
schwindet. Schreibt man deshalb den Elementen solche stetige Aenderungen 
vor, bei denen die Function J nicht durch den Werth Null hindurchgeht, so 
lassen sich die entsprechenden stetigen Aenderungen einer jeden Wurzel un- 
zweideutig verfolgen. Es werden daher diejenigen Gleichungen, deren Discri- 
minante J die Eigenschaft hat, für kein reelles System der Elemente das 
Vorzeichen zu wechseln und nur mit allen Elementen zugleich zu verchwin- 
den, unter gewissen Voraussetzungen den Vorzug haben, dass jede reelle 
Wurzel derselben als eine fflr alle reellen Werthcombinationen der Elemente 
reelle, stetige und eindeutige Function der Elemente aufgefasst werden kann; 
und nur von algebraischen Functionen dieser Beschaffenheit ist im Folgenden 
stillschweigend die Rede. 

Die geometrische Bedeutung des angegebenen Typus der Bedingungs- 
gleichungen ist leicht zu erkennen. Jede Function 4>ßy wo der Zeiger ß 
von 1 bis / läuft, hat nach der Annahme die Eigenschaft, sobald statt der 
Variabein a?^, y«^ «« beziehungsweise die Ausdrücke ao+/?(a?a— ö«)^ *a+J»(ya— *„), 
^a+/>(«a— c«) substituirt werden, wenn der Grad von *^ gleich g^ ist, für 
jedes p in den Ausdruck p^ß^t^ß flberzugehen. Sobald daher fQr eine Lage 
(£i,£2,...£J die / Gleichungen 4>ß = erfflUt sind, so werden sie auch 
fflr jede Lage (£|, i^, ... £1) befriedigt sein, welche zu der ersteren in der 
Beziehung steht, dass die drei Oerter A^y B^y B'a eines jeden Punktes P« auf 
je einer geraden Linie liegen, und dass der Ort B\, die Strecke A^B^ nach 
einem fflr alle n geraden Linien gleichen Verhältnisse theilt. 

Um die ausgesprochene Eigenschaft der Function G zu beweisen, werde 
die Kräflefunction U genannt, und mögen die Differentialgleichungen fflr die 
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Bewegung des Massensystems nach der Weise von Lagrange mit Anwendung 
von / zu bestimmenden Multiplicatoren li^ ^, ... li folgendermassen ge- 
schrieben werden: 

(2.) {nia"^ = ■öj;7 + ^*"öi^+"* + ^''öi^' 

^ d\a du Ö0. . , . 00/ 

Ich multiplicire diese drei Gleichungen der Reihe nach mit den Factoren 
^a—^a, ya—b^y ^a—c^y addirc dieselben und nehme die Summe des Aggregats 
Ober die n Punkte des Systems, dann entsteht die Gleichung 

^m„((ar„-«„)^ + (ya-*«)^ + (*--0-ir) 

(3.) (= ^((.,-a„)^ + (y.-6.)^+(..-0-|^) 

Die Grundeigenschaft der homogenen Functionen liefert aber die Gleichung 

(4.) i((a,,-„.)^ + (,,-«,)^+(.,-c.)^) = «,♦,. 

deren rechte Seite wegen der Gleichungen (1.) verschwindet. Demnach er- 
hält die auf der rechten Seite von (3.) befindliche Doppelsumme den Werth 
Null, und wenn man die linke Seite derselben Gleichung durch Relationen 
umformt, die den drei Coordinaten entsprechen und nach dem Typus 

— d? — - 2l-5r>'+2(^-""^-)-ä?" 

gebildet sind, so kommt 

Schon oben ist die Summe, deren allgemeines Glied das Froduct aus der 
Masse m^ in das Quadrat des Abstandes A^B^ ist, 

2:m„((a:„^ö,r+(y.-*J + (Ä„-cJ) = 2G 
gesetzt worden, nun wird die Summe der lebendigen Kräfte 
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angenommen, so verwandelt sich die Gleichung (5.) in die folgende 

Hierauf erhält man das Integral der lebendigen Kraft in der folgenden Gestalt 

(7.) T-£/ = T(0)-f7(0), 

wo r(0) und t/(0) diejenigen Werthe der Functionen T und U bedeuten, 
welche entstehen, indem man in dieselben für die Ausdrücke x^, ya, ««^ 
-~, -J^, — ^ die für einen bestimmten Zeitmomenl <o==< gegebenen Werlhe 
der betreffenden Grössen substituirt. Die Elimination der Function T aus den 
Gleichungen (6.) und (7.) liefert alsdann das Resultat 

(8.) ^ = 2t/+^«((a:.-öJ^ + (y.-6J^ + (««-ej|£^ 

durch welches der Behauptung gemäss der zweite auf die Zeit t bezogene 
Differentialquotient der Grösse G als eine reine Function der Lage des be- 
wegten Massensystems dargestellt wird. 

Die Gleichungen (6.) und (8.) nehmen eine noch einfachere Form an, 
wenn die Kräflefunction U ebenso, wie die Functionen *^, eine algebraische 
homogene Function der Elemente Xa — a^y Va — b^y ^u"^c« wird. Bezeichnet 
man die Ordnung der Function U alsdann mit I, und schreibt in der Gleichung 
(4.) U statt ^*ß und f statt g^j, so führt die hervorgehende Relation zu den 
neuen Gleichungen 

(6*.) ^^2T=^W, 

(8».) ^ = (2 + I)f7+2T(0)-2f7(0). 

Die so eben angestellten Betrachtungen stimmen unter der Voraus- 
setzung, dass die Bewegung des Massensystems frei von Bedingungen ist, in 
ihrem Wesen mit denjenigen überein, die Jacobi Bd. XVII, pag. 120 dieses 
Journals und in den Vorlesungen über Dynamik pag. 21 entwickelt hat. Dort 
fallen aber die Punkte, die gegenwärtig ^x, ^29 • • * ^i. genannt worden sind, 
in einen zusammen, und dieser ist zum Anfangspunkt der rechtwinkligen Goor- 
dinaten genommen. Hierzu kommt 1)ei der von Jacobi gegebenen Anwendung 
auf ein System von Massen, die allein unter dem Einfluss der gegenseitigen 
Anziehung stehen, djßr besondere Umstand, dass die Wahl dieses Goordioaten- 



Lipschitz, Anwendung der Algebra auf Mechanik. 367 

anfangspunktes für das Problem gleichgültig ist, und deshalb erhält daselbst 
der nach der Zeit t genommene zweite Differentialquotieut der Function Cr 
immer den gleichen Werth, in welchen festen Punkt man die Punkte Ai^ 
Ai^ ... A^ auch vereinigen möge. 

2. 
Wenn man annimmt, dass die sämmtlichen ^ß rationale ganze Functio- 
nen ersten Grades von den Elementen x^ — a^, t/a — Ky ^a-^^a sind, die 
Krfiflefunction U jedoch eine rationale ganze Function zweiten Grades von 
diesen Elementen ist, so hat man die allgemeinen Voraussetzungen, welche 
zutreffen, sobald das Massensystem um die Lage {A^^ Ai^ ... A) kleine Schwin- 
gungen beschreibt *). 'Aus der Theorie dieses Problems kennt man die Be- 
dingungen, welche nothwendig und hinreichend sind, damit für ganz beliebige 
Anfangsgeschwindigkeiten und Anfangsörter der Massenpunkte weder die Ent- 
fernung eines Massenpunktes von der Lage (^i , ^2 ^ ... ^) noch die Ge- 
schwindigkeit eines Massenpunktes zu irgend einer Zeit gewisse feste Werthe 
überschreite, und damit das Massensystem in keiner anderen Lage als in der 
Lage fj4i,^2 9 ... -^») ruhen könne. Es ist aber eine durchgreifende Eigen- 
schaft des charakterisirten algebraischen Typus der Bedingungsgleichungen, 
dass überall, wo derselbe auftritt, und wo zugleich die Kräftefunction U eine 
algebraische homogene Function der Elemente Xa — a^^ tfa — b^» ^a—^a ist, 
welche gleich Null wird, sobald alle Elemente zugleich verschwinden, und 
welche immer in's Unendliche wächst, sobald ein Element jede Grenze über- 
schreitet, die entsprechende, die Stabilität der Bewegung betreffende Frage 
ebenso einfach beantwortet werden kann, wie bei dem Fall der kleinen 
Schwingungen. Die zugehörige Antwort lässt sich nämlich, wie folgt, zu- 
sammenfassen. Wenn sowohl die sämmtlichen Functionen 4>ßy wie auch die 
Kräftefunction U algebraische homogene Functionen der Elemente Xa—a^, 
Va—Ky ^a—^a siud, wcuu dlc Fuuction U gleich Null wird, sobald alle Ele- 
mente in den Werth Null übergehen, und allemal in's Unendliche zunimmt, 
sobald ein Element über jedes Mass hinaus wächst, so dass der Grad der 
Function gleich einer positiven Zahl ist, alsdann besteht die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, dass bei ganz beliebigen Anfangsörtern und 
Anfangsgeschwindigkeiten weder die Entfernung eines Massenpunktes von der 
Lage (w4i,w42, ...^) noch die Geschwindigkeit eines Massenpunktes zu irgend 



*) Lagrange, m^canique analjtiquC; seconde partiC; section VL 
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einer Zeit gewisse feste Grenzen Oberschreite, und dass eine Ruhe des Massen- 
systems ausserhalb der Lage (^9^29 • A) unmöglich sei, darin, dass die 
Krfiflefunction Z7 für alle endlichen, reellen mit den Bedingungen *^ = 
vereinbaren Systeme von Elementen, das System a?a— »«==0, ^a— ^«=0, 
j5„ — c„ = ausgenommen, einen endlichen negativen Werth erhält. Die 
Rechtfertigung für dieses Criterium der Stabilität der Bewegung soll sogleich 
erfolgen. 

Zuerst wird gezeigt werden, dass wenn die Bewegung des Massen- 
systems den vorgeschriebenen Charakter der Stabilität bewahrt, die in Rede 
stehende Function U die angegebene Beschaffenheit haben muss. Zu diesem 
Behuf eliminire ich aus der nach der Voraussetzung geltenden Gleichung (6*.) 
und dem Integral der lebendigen Kraft (7.) die Function U und erhalte die 
Gleichung 

(9.) (2+fjT = :^+f(r(0)--f/(0)). 

Die beiden Seiten derselben, welche in jedem Augenblick der Bewegung voll- 
ständig bestimmte Functionen der Zeit / darstellen, iiönnen mit dem Element 
dt multiplicirt und von dem Werthe / = a bis zu dem Werthe t = r integrirt 
werden. Dies giebt das Resultat 

(10.) {2+l)/'Tdt = (^);+I(r(0)-ir(0))(r-a), 

o 

wo die Function -rr- die Bedeutung hat 

(11.) ^ = 2:«.((^.-«a)%+(y«-U^+(«a-0^) 

und der Ausdruck (-37-) die Differenz der beiden Werthe von -rr- bedeutet, 
die den Substitutionen t = a und < = t entsprechen. Wenn nun der Voraus- 
setzung gemäss keine der Grössen a:„— a„, y«— ^a^ ««—c«, -^, -^, -^ 

zu irgend einer Zeit der Bewegung eine feste Grenze flbersleigen darf, so 

dG 
dt 



gilt dasselbe auch von dem Ausdruck -tt-, und es ist evident, dass der Bruch 



(■T-1 

^, wenn die Grösse r Aber jedes Mass hinaus wächst, die Grösse o 

aber fest bleibt,, die Null zur Grenze haben muss. Es werde jetzt die Glei- 
chung (10.) durch den Ausdruck I(t — er) dividirt, und man lasse den Werth 
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T Ober jede Zahl hinaus zunehmen, während der Werlh a festgehalten wird, 
so entsteht für den Grenzfall die Gleichung: 

(12.) l±ilim.— ^/>rf/ = r(0)~t^(0). 

a 

Die Summe der lebendigen Kräfte 2T kann vermöge ihrer Natur niemals 
gleich einer negativen Grösse werden, der Werth derselben ist aber unter 
den bestehenden Voraussetzungen für jede Zeit zwischen festen Grenzen ein- 
geschlossen, und darf nur in dem einen Falle, dass dauernd ar^ — 0^ = 0, 
y«— 6« = 0, j5„— Co = ist, dauernd verschwinden. Deshalb hat der Ausdruck 

lim. / Tdt, wofern nicht dauernd das System 0?«— aa = 0, y« — ia = 0, 

a 

Za — Ca = herrscht, immer einen endlichen positiven Werth, und der Bruch 

24-f 

-^ ist in Folge der Hypothese ebenfalls eine positive Grösse. Wollte man 

nun voraussetzen, dass für ein reelles, den Gleichungen 4»^ = genügendes, 
von dem System a?„ = a«, ^« = 6«^ ^a = c„ verschiedenes System von end- 
lichen Werthen x^y yay «a die Function U entweder einen positiven oder 
einen verschwindenden oder einen unendlich grossen Werth annehme, so 
braucht man nur die betreffenden Werthe a?„, y„, a^ zu den Coordinaten der 
entsprechenden Punkte P„ für den Zeitmoment ^ = ^) zu wählen, was nach der 
Hypothese erlaubt ist, um einen Widerspruch herbeizuführen. Die linke Seite 
der Gleichung (12.) hat alsdann aus den angegebenen Gründen einen end- 
lichen positiven Werth; wenn aber für das in Rede stehende Werthsystem 
^a9 Va» ^u der Werth U{Qi) beziehungsweise negativ, oder verschwindend 
oder unendlich gross wird, so kann man nach der Hypothese in jedem Falle 
über die dem Zeitpunkt t = t^ entsprechenden Geschwindigkeiten der Massen- 
punkte und demzufolge über den Werth 7(0) so verfügen, dass die rechte 
Seite der Gleichung (12.) respective negativ oder verschwindend oder un- 
endlich gross wird. Durch den hervortretenden Widerspruch ist somit als 
nothwendig erwiesen, dass die Function U für alle endlichen reellen, mit den 
Gleichungen *^=0 vereinbaren Systeme von Elementen, das System a?^— aa=0, 
y^— 6„=0, ;5a-~Ca=0 ausgenommen, einen endlichen negativen Werth erhalte. 

Nachdem dieser Funkt erledigt ist, hat es keine Schwierigkeit zu be- 
weisen, dass, wenn die Krflftefunction U die vorgeschriebene Beschaffenheit 
besitzt, ein Gleichgewicht des Systems ausserhalb der Lage (^1,^2,...^) 
unmöglich ist, und dass die Entfemangen der Massenpunkte von dieser Lage 

Journal fllr Mathematik Bd. LXVI. Heft 4. 47 



370 LipMchii», Anwendung der AlgdHra auf Mechanik. 

sowie die Geschwindigkeiten derselben in feste Grenzen eingeschlossen sind. 
Sollte erstens ein Gleichgewicht in einer von {Ai^A2^...A^) verschiedenen 
Lage des Systems bestehen können, so hätte man für jeden Werth der Zeit 
r=0, und deshalb wegen der Gleichnng (12.) der Voraussetzung zuwider 
die Gleichung U{0) = 0. Die Richtigkeit des zweiten Theiles der Behauptung 
ist eine Folge aus dem Integral der lebendigen Kraft 

T-u == r(0)-i^(0). 

Nach der bestehenden Voraussetzung darf die Function U für alle endlichen 
mit den Gleichungen *y9 = vereinbaren Werthsysteme Xa, yay «a^ das 
System Xa^a^y ya=bay Äa = Ca ausgeschlossen, nur endliche negative Werthe 
annehmen, für dieses System aber wird U = 0; daher ist der Ausdruck T—U 
ein Aggregat von den beiden Functionen T und —U, die für alle zulässigen 
endlichen Werthsysteme a?„, y„, ä„, -^, -J^, -^ endlich bleiben und nie- 
mals negativ werden, und das Gleiche gilt mithin^ von dem speciellen Werthe 
des Aggregats r(0) — Ü^(O). Nun besitzt die Function T durch ihre Natur 
die Eigenschaft, wenn eine der Grössen -^, -J^, -^ über jedes Mass 
hinaus wächst, mitzuwachsen, und die Function U hat laut der allgemeinen 
oben getroffenen Voraussetzung die Eigenschaft, wenn eine der Grössen 
^a—^af Va'-bay «a^ c„ übor jodos Mass hinaus zunimmt, ebenfalls ohne Ende 
zuzunelimen. Daher sind die Werthe x^—aa^ Ha—b^, «« — c«, -^, -Jr^ -^ 
unter den obwaltenden Verhältnissen durch die Gleichung 7—17= 7(0)— Ü^(O) 
an gewisse endliche zu keiner Zeit zu überschreitende Grenzen gebunden, und 
das war behauptet worden. Das aufgestellte Criterium für die Stabilität der 
Bewegung bei den in Rede stehenden Bewegungsproblemen ist demnach voll- 
ständig begründet. 

3. 
Von dem gewonnenen Standpunkte ans können auch diejenigen Be- 
wegungsprobleme betrachtet werden, bei denen sowohl die Functionen <Pß 
wie auch die Function U algebraische homogene Functionen der Elemente 
^a—^a9 Va—bay »a— c« «öd, uud aussordom die Function U die Eigenschaften 
hat, für alle endlichen mit den Bedingungen. 0^^O vereinbaren Systeme von 
Elementen positiv zu sein, nur zu verschvrinden, sobald ein Element in's Un- 
endliche wachst, dann und nur dann unendlich gross zu werden, wenn alle 
Elemente zugleich verschwinden, sich aber so zu verhalten, dass bei dem Ab-* 
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nehmen aller Elemente das Prodnct aus der Function U und der Function G 
immer gegen die Null convergirt. Die Zahl I, welche den Grad der Function 
U bezeichnet, liegt dann zwischen den Grenzen und —2, diese selbst aus- 
geschlossen. Unter diesen Voraussetzungen lässt sich beweisen, dass bei 
einem endlichen Werthe der Function G das Massensystem nicht im Gleich- 
gewicht verharren kann, dass, wenn die Functionen G und T zu jeder Zeit 
der Bewegung kleiner als gewisse endliche Grenzen bleiben, die Constante 
T(0) — Ü^(O) einen endlichen negativen Werlh haben muss*), und dass, wenn 
diese Constante einen endlichen negativen Werth hat, die Function Cr eine 
endliche Grenze nicht äberschreiten kann. 

Die Richtigkeit des ersten und des zweiten Theiles der Behauptung 
folgt aus dem Umstände, dass, sobald die Functionen G und . T nicht wachsen 
können, die Gleichung (12.) in Kraft tritt. Ist T dauernd gleich Null, so 
muss, wie auch oben bemerkt, U{0) ebenfalls gleich Null sein, und dies ist 
nach der Voraussetzung mit einem endlichen Werthe der Function G unver- 
träglich. In dem Falle einer wirklichen Bewegung wird aber die Constante 
T(0)-'U{0) gleich dem Product des endliehen negativen Werthes —j— in 

den endlichen positiven Werth Wm.j^J^^Tdt. Der dritte Theil der Be- 

Q 

hauptung wird durch die Gleichung der lebendigen Kraft T—U=T{0) — U{0) 
erledigt. Denn wenn bei einem negativen Werth der Constante T(0) — U{0) 
die Function G über jede Grenze hinaus wachsen sollte, so mflsste nach der 
Voraussetzung die Function U sich der Null nfihern, also die niemals negative 
Function Tder negativen Constante T(0)—U{0) gleich werden, was unmöglich ist. 
Ein Unendlichwerden der Function T kaim wegen der Gleichung 
T—U=T{0)'-'U{0) nur dann eintreten, wenn die Function U ebenfalls in's 
Unendliche wfichst, und nach der Voraussetzung geschieht dies wieder nur 
dann, wenn die sflmmllichen Elemente x^—a^,, y«— *o^ ^aT^a sich der Null 
nahem. Multiplicirt man daher die Gleiehung der lebendigen Kraft mit der 
Function G und beachtet, dass das Product GU nach der Voraussetzung beim 
Verschwinden der sflmmtlichen Elemente immer die Null zur Grenze hat, so 
erkennt man, dass unter den bestehenden Verhältnissen die Function T nur in 
dem Falle unendlich gross werden kann^ wenn zu derselben Zeit das Massen- 
system in die Lage (^i,^,,... A) flbergeht und das Product GT gegen die 



*) Vgl. die oben angeführten Stellen bei Jacobi. 
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Null convergirt. Es wird deshalb die Function T niemals in's Unendliche 
wachsen können, sobald ein Umstand den Vorgang verhindert, dass das Pro- 
duct GT beim Abnehmen der sämmtlichen Elemente Xa—a^, ya—K, ^a-^^a 
gegen die Null convergire. 

Man kann nun eine einfache Bedingung für das Eintreten eines solchen 
Umstandes angeben, wofern die Function 4»^ und U noch einer ferneren Be- 
schränkung unterworfen sind. Jede Function F, welche die Elemente Xa—a^, 
tfa^bay Äa — c« »ur lu dou ^2 homogenen Verbindungen 

enthält, wo a und a' alle Werthe von 1 bis n durchlaufen, genügt offenbar 
den drei partiellen Diiferentialgleichungen 

Wenn daher die Functionen *^ und U die Elemente o?«— a„, ya^Ks «a—c« 
nur in den ^ T homogenen Verbindungen 

enthalten, so genügen dieselben den für V aufgestellten drei partiellen Dif- 
ferentialgleichungen, und man kann aus den Differentialgleichungen der Be- 
wegung (2.) die folgenden Gleichungen herleiten: 

(14.) ^'»«(-^(a'a-aJ-^Ca.-O) = 0, 

welche sofort die drei Integrale liefern 

(15.) Uma(-^(a^«-a.)-^(».-c.)) = ®, 
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Dieselben gpehen in die Integrale über, welche unter dem Namen der Flächen- 
sätze bekannt sind, sobald die n Punkte ^i, ^29 • • • ^ in einen Punkt ver- 
einigt werden. Ich werde jetzt den Beweis der Thatsache führen, dass, wenn 
die Quadratsumme der drei neuen Integrationsconstanten Sl^ + S5' + S^ nicht 
gleich Null ist, das Product GT beim Abnehmen der sämmtlichen Elemente 
^a—f^a^ ya—bay ^a^-c^ öicht verschwindeu kann, und dass folglich alsdann 
unter den gegebenen Verhältnissen die Function T zu keiner Zeit in's Un- 
endliche zunimmt. 

Der Körze halber mögen die folgenden Bezeichnungen gebraucht werden 



dt 



dt 



(16.) 



dann kommt 






£mA = 2G, -S»X = 2r. 



Wenn nun bei der einfachen Summation, wie bisher, der Buchstabe a die 
Werthe von 1 bis n durchläafl, dagegen bei der doppelten Sammation die 
Buchstaben o und a' nur die Paare ungleicher Zahlen aus der Reihe von 1 
bis » darstellen, so gilt die Gleichung 

UGT-D' = ^ml(,lf>l-pl-qi-rl) 

Da allgemein die Ungleichheit 

besteht, und für die Grössen p„, q^, r« in Folge ihres Bildongsgesetzes die 
bekannte Relation 

(18.) pl+qi+rl = sWa-sli^y 

Stattfindet, so hat man die Folgerungen 
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sWa'+^l'^l-2p^Pa'-2q„q^-2r„r^ ^ 0. 
Also ist die Verbindung 4GT—D^ gleich einem Aggregat von lanter nicht 
negativen Grössen. In Folge der drei Integrale (15.) wird Z>^ gleich der 
Gonstante 9l'+®^+<S?, nnd es leuchtet ein, dass, wenn dieselbe einen von 
der Null verschiedenen Werth hat, das Product GT auch beim Abnehmen der 
sftmmtlichen Elemente x^-^-aa^ tfa — b^y »«— c« nicht verschwinden kann; dies 
aber war zu beweisen. 

Wenn der Zeit t^to ein endliches, den Bedingungen 4^ß=0 genügen- 
des, von dem System a?^ = Oo, Va^^ay ^a^^a verschiedenes, sonst aber 
ganz beliebiges Werthsystem x^y y«, «« entspricht, so ist nach der Voraus- 
setzung der zugehörige Werth U{0) ein endlicher und positiver; es kann 

deshalb durch die Wahl der Geschwindigkeitscomponenten -^ , -^ , -4~ für 

die Zeit < = ft) ebensowohl bewirkt werden, dass die Gonstante T(0) — 1/^(0) 
einen negativen und die Gonstante SttH 33^+ S^ einen von der Null verschie- 
deneu Werth erhalte, wie auch, dass die Gonstante 7(0)— 1/^(0) einen positiven 
Werth bekomme. Hieraus zieht man den Schluss, dass, wenn unter den ob- 
waltenden Verhältnissen die Lage des Massensystems beliebig, doch so ge- 
geben ist, dass die Function G einen endlichen von der Null verschiedenen 
Werth hat, es lediglich von den zugehörigen Werthen der Geschwindigkeits- 
componenten abhängt, ob die Bewegung den Gharakter der Stabilität an sich 
trage oder nicht. 

Bonn, den 16. October 1866. 
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lieber die Anziehung eines homogenen Polyeders. 

(Von Herrn F. G, Mehler zu Dansig.) 



(Im Aussage mitgeiheilt aas den Sobriften der nstarforsohenden Gesellsohaft sa Dsnsig Yom Jahre 1865.) 



1. MM der Abhandlung „Tbeoria atlraclionis corporum sphaeroidiconim 
ellipticorum bomogeneorum^ schickt Gauss der Behandlung des EUipsoids den 
Beweis einiger allgemeinen Sitze voraus, durch 'welche gewisse dreifache 
über einen körperlichen Raum ausgedehnte Integrale auf zweifache reducirt 
werden, die sich über die Oberfläche dieses Raumes erstrecken. Die Ab- 
leitung dieser Sülze beruht auf einer Zerlegung des Körpers entweder in 
kegelförmige Elemente, die ihre Spitze in einem festen, dem angezogenen, 
Punkte haben, oder in cylindrische, deren Seitenlinien einer festen Richtung 
im Räume parallel sind. Indem man die erste Art der Zerlegung auf das 
Potential Y^ die zweite auf die nach irgend einer Richtung genommene At- 
tractionscomponente A eines homogenen Körpers anwendet, wird man auf die 
folgenden beiden Doppelintegrale geführt: 

in denen dcü das Oberflächenelement, r die Entfernung desselben von dem an- 
gezogenen Punkte P y a den Winkel der nach innen errichteten Normalen 
mit der betrachteten Richtung und p das Perpendikel bezeichnet, welches von 
P auf die durch cfcü gelegte Tangentialebene gefällt wird. Es ist noch hin- 
zuzufügen, dass p positiv oder negativ genommen werden muss, je nachdem 
das Element dm dem Punkte P die innere oder äussere Seite zukehrt. Ist 
nun der anziehende Körper ein Polyeder, so sind p und a für alle Elemente 
derselben Grenzfläche constant, und es können demnach, wenn man das In- 
tegralzeichen immer nur auf eine einzelne Polyederfläcbe bezieht und durch 
das Zeichen S eine Summation über sämrotliche Flächen andeutet, die obigen 
Gleichungen durch die folgenden drei ersetzt werden: 

(1.) Y=^\2:p.n, (2.) A = 2cosa.n, 

f3.) ß==/^- 
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Somit handelt es sich bei der Bestimmung von V und A gleicbmässig 
um die Berechnung des Doppelintegrals S2, welches angesehen werden kann 
als das Flfichenpotential eines Grenzpolygons, das man sich mit einer Massen- 
schicht von der constanten Dichte 1 belegt denkt. Man construire nun in 
der (gehörig erweiterten) Ebene eines solchen Polygons F über jeder der 
dasselbe begrenzenden Kanten das Dreieck, welches seine dritte Ecke in dem 
Fusspunkte des von P auf jene Ebene gefällten Lothes hat : dann ist das 

Potential S2 gleich der Summe der Potentiale aller der 
Dreiecke, welche sich von innen, vermindert um die 
Summe der Potentiale aller derjenigen, welche sich 
von aussen an eine Seite des Polygons F anlehnen. 
Betrachten wir also eines dieser Dreiecke, OST^ legen 
noch durch das Loth PO oder p eine auf der Polygon- 
seite ST senkrechte Ebene POQ^ fällen von irgend 
einem Punkte B des Dreiecks auf OQ das Loth BC=y, 
setzen OC=^x, /OPB = »', ZCOB=^t] und be- 
zeichnen durch (p) den absoluten Werth von p, so ist : 

X = OBcosi] = (p) tgd^'cos??, 
y = 0B sintj = (p) lg &' sini?. 




es wird: 



dio = (dxdy) = ^ cos'iy ^ 



r = BP = 



_ (P) 



cos^' 



und man erhält fOr das Potential D des Dreiecks OST den Ausdrnck: 






Es sei M der Punkt, in welchem die Verlängerung von OB die Seite ST 
schneidet, und Z OPM = &, so sind und & die Integrationsgrenzen für «?'; 
nach 71 aber hat man, wenn Q^ wie es in der Figur angenommen ist, zwischen 
jS und T fällt, einerseits von i? = bis ri=zT]^= ^ QOS und andererseits 
von ri = bis 7i = rj2= Z QOT zu integriren und die erhaltenen Resultate zu 
addiren. Also ist: 

* = (^)/"(^-l)*-+(p)/"(73i*-l)*- 

ü 

Um die noch übrig bleibende Integration passend auszuführen, schneiden wir 
die körperliche Ecke P—OST durch eine um P beschriebene Kugel vom 
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Halbmesser 1 und erhalten ein dem ebenen Dreiecke 
OST entsprechendes sphärisches O'S'T, und ein dem 
OQM entsprechendes O'Q'M'. In diesem letzteren, das 
bei Q' rechtwinklig ist, ist 0'M' = a, ZQ'O'M'^t], 
und wir setzen ferner die bei der Integration con- 
stanle Kathete 0'Q' = g^ die veränderliche Q'M'=fn' 
und den veränderlichen Winkel 0'M'Q' = ili'. Dif- 
ferentiirt man nun die Formel 

cost] — sin.a'cosw'^ 

nachdem man von beiden Seiten die Logarithmen genommen hat, so wird: 

tgiyrfi? = — cot^'rfa' + sinm' r, 

oder, da tg?y = — ^ und sinm' = cot^'tggr ist: 

cos V 

dfj j # , . dm' 

Hieraus ergiebt sich sofort: 

Beim Uebergange zu den bestimmten Integralen mit den Grenzen und tji, 
und 7/2 ist zu beachten, dass für 7/ = 0: /^'=^iny m' = 0; für ri = rji: 
f^'^ ^0'S'Q'= fi, m'=Q'S'=m, und für i? = %: /m' = ZO'T'Q = v, 
m'=Q'T = n; also wird, wenn man noch rji + ri^ oder /^S*0'T durch X be- 
zeichnet : 

D = (l?).C^-A-.a-v) + (/?)tg5rlog[cot(i7r-im)cot(i7r-i«)]. 

Liegt der Punkt Q nicht zwischen S und T^ so gilt, wie leicht einzusehen, 
dieselbe Formel, sobald man demjenigen der Segmente m und n einen nega- 
tiven Werth ertheilt, welches ganz in die Verlängerung von S'T fällt. Setzt 
man nun 

wo (p und xf} nichts anderes als die Winkel PST und PTS in der ersten Figur 
bedeuten, so erhalten, wenn tp und rp stets positiv und zwar zwischen und 
n gewählt werden, die Segmente m und n von selbst die richtigen Vorzeichen, 
und führt man femer den Flächeninhalt J des Dreiecks O'S'T und die Länge 
q der Linie OQ ein vermittelst der Gleichungen 

J^l+fi^v^n, q = {p)tgg, 
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so wird man die Formel für D einfacher so schreiben können: 

Man hat jetzt, um £2 zu erhalten, die Ausdrücke des D für alle die Dreiecke, 
aus denen F zusammengesetzt wurde, zu bilden und zu einander zu addiren, 
wobei man J und q in den sich auf die äusseren Dreiecke beziehenden Aus- 
drücken negative Werthe ertheilen muss. Die Summe der ersten Glieder ist 
'-{p)f^ wenn f das sphärische Polygon bezeichnet, welches auf der um P be- 
schriebenen Kugel durch die Seitenflächen der Pyramide begrenzt wird, die F 
zur Basis und in P ihre Spitze hat. Die Fläche dieses Polygons ^ welches 
kurz die scheinbare Grösse von F in Bezug auf den Punkt P genannt werden 
kann, fällt nach der vorhergehenden Ableitung wesentlich positiv aus, und 
dasselbe gilt von dem Producte {p)f. Man darf also pf statt {p)f schreiben, 
sobald man festsetzt, dass f stets dasselbe Zeichen wie p haben solle. Somit 
wird 12 gefunden durch die Formel: 

(4.) n = -/>/'+ -2;gflog(cot4<pcotiv^), 
und darauf V und A durch die Gleichungen 

(1.) V^^'^fpM, (2.) A = 2fCosa.n. 

Der besseren Uebersicht wegen wiederhole ich die Bedeutung der in 
diesen Formeln vorkommenden Zeichen. Es ist p das von dem angezogenen 
Punkte P auf eine Polyederfläche F gefällte Loth und / die scheinbare Grösse 
von F in Bezug auf P; p und f sind positiv oder negativ zu nehmen, je nach- 
dem F dem P die innere oder äussere Seite zukehrt, q bezeichnet das von 
dem Fusspunkte jenes Lothes auf irgend eine Kante von F gefällte Perpen- 
dikel und hat das positive oder negative Zeichen, je nachdem an der inneren 
oder äusseren Seite der Kante liegt; tp und \p sind die an den Endpunkten 
dieser Kante liegenden Winkel in dem Dreieck, das seine dritte Ecke in P 
hat ; a bedeutet den Winkel, welchen die Richtung der Componente A mit der 
auf F nach dem Innern des Körpers errichteten Normalen bildet; die Summe 
2^ erstreckt sich über alle Kanten des Polygons F^ und das Zeichen 2f deutet 
an, dass die entsprechenden Ausdrücke für alle Grenzflächen des Polyeders 
zu bilden sind. 

2. Um für f einen analytischen Ausdruck durch die Grössen p, q, 
(p, yj zu erhalten, beachte man, dass f=2J^ und dass ^/ = ±(Ä + .«+y— ti), 
je nachdem p und q gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben. Liegt 
nun die gemeinschaftliche Ecke 0' der Dreiecke J ausserhalb der Fläche von 
fy so ist ^( + A)=:0, und liegt 0' innerhalb, so ist diese Summe ==+27i bei 
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positivem ond =^2n bei negativem p. Bemerkt man noch, dass 

sin I» = tggr cot jii = ±— cot .a, also + (,a — ^n) = — arctg(— sin m) , 
und dass v aus fi durch Vertauschung von m mit n hervorgeht, so erhfilt man : 

(5.) f = 27i£--2;[arclg(|-sinm)+arctg(|-sinii)], 

wobei € = zu setzen, wenn ausserhalb F, dagegen = +1, wenn inner- 
halb fällt, und zwar =+l9 wenn p positiv, und =—1, wenn p negativ. 
Setzt man das Dreieck 0'S'T\J) aus den rechtwinkligen Dreiecken 0*Q'S\JO 
und 0'Q'T\J2) zusammen und wendet die Formeln 

Igi^i = tg4fl^tg4m, tgi^i2 = tgigrtgj« 

an, so findet man fflr f noch einen anderen, für alle Lagen von P gleich- 
massig gültigen Ausdruck, nämlich: 

(5'.) r = 2-2*[arctg(tglflrtgim) + arctg(tgiflrtg4ii)]. 

Die arctg sind in dieser, wie auch in der vorhergehenden Formel, zwischen 
— ^71 und ^71 zu nehmen, der früher absolut genommene, jetzt aber ebenfalls 
zwischen —i^i und ^ti zu wählende Bogen g hängt mit p und q durch die 
Gleichung j9tg^ = 9 zusammen, und endlich ist m = ^n — cp, n = in — yj. 

3. Wir kehren zu dem fflr A gefundenen Ausdruck zurück, um dem- 
selben eine andere, für manche Anwendungen bequemere Gestalt zu geben. 
Denkt man sich den Werth von £2 aus (4.) in (2.) substituirt, so liefert jede 
Kante K, weil sie zwei verschiedenen Flächen F und F angehört, zwei lo- 
garithmische Glieder; die Summe derselben ist, wenn man diejenigen Grössen, 
welche für beide Flächen verschiedene Werthe besitzen, durch Accente unter- 
scheidet: 

{q cos a + q' cos «') log (cot j y cot ^ ^). 

Man setze, wie vorhin, ;?tggr=5r, nnAp*igg'=q', und betrachte/?^ g etc. als Functio- 
nen der rechtwinkligen Coordinaten a^ a^ 02 des angezogenen Punktes. Da g+g' 
den Constanten Winkel misst, welchen die von P auf Fund F gefällten Lothe 
einschliessen, so ist "g^ + "3^^ = 09 ^^^^ ^^ gr = arctg— und fl^' = arctg ^y-: 

dp da .dp^ ,dq^ 

Bezeichnet nun ß den Winkel, welchen die in der Ebene des Polygons F 
anf K nach innen errichtete Normale mit der Componente A bildet, so ist 

48* 
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4^ = COS/?, ond ferner hat man: -^ = cosa, p^+g^=p'^+g'%- demnach wird: 

qcosa + q'cosa' = pcosß+p'cosß'y 
und man erhält: 

(6.) A = :Sfp['-fcosa + :Si,cosßlog{coli(pcoi^ip)]. 
Durch Differenlialion von (1.) und Vergleichung des Resultats mit (2.) erhfilt 



man ferner: 



(7.) A = 2:,p^, 



und wenn man diesen Ausdruck dem vorhergehenden gleichsetzt und die so ent- 
stehende Formel auf eine Pyramide anwendet, welche das Polygon F zur Basis 
hat, und in deren Spitze sich der angezogene Punkt befindet, so ergiebt sich : 

^8.) ^ = -~/'cosa+-2'^cos/91og(cotjycotii//). 

Hierdurch ist die von einem ebenen Polygon nach einer beliebigen Richtung 
ausgeäbte Anziehung bestimmt. Projicirt man die in die drei rechtwinkligen 
Coordinatenaxen fallenden Componenten auf die Normale der Ebene, so fin- 
det man: 

,^. öß , öß , dSi 

(9.) cosa-^ + cos«,-^ + cosa,-^ = -/; 

d. h. die Kraft, mit welcher eine ebene, mit einer Massenschicht von gleich- 
förmiger Dichte belegte Fläche einen Punkt in der Richtung ihrer Normalen 
anzieht, ist gleich gross für alle Punkte, in Bezug auf welche diese Fläche 
gleiche scheinbare Grösse hat. 

Man kann vermittelst der letzten Gleichung auch leicht verificiren, dass 
V der charakteristischen Differentialgleichung des Potentials Genüge leistet. 
Setzt man nämlich: 

^F_ Ö'K d^V d'V _dA dA, dA, 

so folgt aus (2.) und (9.) sofort: J^V^-Sf. Es ist also —J^V gleich der 
scheinbaren Grösse der GesammtoberflSche des Polyeders, d. h. gleich Null 
für ausserhalb des Polyeders gelegene Punkte^ und gleich der ganzen Kugel- 
oberfläche (47?) für innere Punkte. 

4. Die für die Polyeder erhaltenen Resultate führen sogleich zu dem 
Schluss, dass das Potential und die Attractionscon^poneHten eines homogenen 
f>on abwickelbaren Flächen vollständig begrenzten Körpers ^tets durch einfache 
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Integrale darstellbar sind. Denkt man sich nämlich die Oberfläche des Körpers 
durch die geraden Erzeugungslinien in unendlich schmale Streifen zerschnitten, 
so wird das S2 eines jeden solchen Streifens in geschlossener Form durch 
(4.) gegeben, und die jetzt aus unendlich vielen Gliedern bestehenden Sum- 
menausdracke in (1.) und (2.) gehen in einfache Integrale über. Uebrigens 
wird man zu den einfachsten Formen der Lösung besser durch eine mehr 
directe Methode, unter Einfahrung zweckmässig gewählter Coordinaten, ge- 
langen, und man wird durch eine derartige Behandlung sich auch leicht über- 
zeugen, dass der oben ausgesprochene Satz auch auf solche homogenen Körper 
Anwendung findet, welche von nicht abwickelbaren geradlinigen Flächen be- 
grenzt sind. Was endlich das Potential einer auf einer geradlinigen Fläche 
gleichmässig vertheilten Massenschicht betrifft, so besitzt es die angegebene 
Eigenschaft nur dann, wenn diese Fläche eine abwickelbare ist 
Danzig, im April 1866. 
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Auszug aus einem Schreiben an den Herausgeber. 

(Von Herrn Ä. Hennig zu Gnesen.) 



Ich bin darauf aufmerksam gemadit worden^ dass die in meinem 

Beitrag zur Theorie der ebenen Rouletten^ im 65'*"" Bande Ihres Journals 
gegebene Construction des Krümmungsradius einer Roulette, welche ich für 
neu hielt) schon von Savary in seinen Vorträgen an der Pariser polytechnischen 
Schule angegeben worden ist, und dass sich diese Construction, auf eine von 
der meinigen verschiedene Weise abgeleitet, insbesondere in kinematischen 
VVerken findet, namentlich in Laboulaye, CinimaHque, 1849, pag. 139, in 
Haton de la GoupiUüre^ traite des engrenages, 1861, pag. 48 und in La- 
marley calcul diffirentiel et integral 1861, pag. 319. 

Diese Mittheilung erlaube ich mir Ihnen mit der Bitte zu machen, dass 
Sie derselben als Zusatz zu meinem oben erwähnten Beitrag eine Stelle in 
Ihrem Journal anweisen wollen. 

Gnesen, 1866. 
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Preisfrage 

der physikalisch -mathematiachen Klasse 

der 
Königlich Preuseischen 

Akademie der Wissenschaften 

ftor das Jahr 1868. 

Bekannt gemacht in der öffentlichen Sitzung am Leibnitzischen Jahrestage, 

den 5. Juli 1866. 

(Aus dem von Steiner gestifteten Legate für Preisfragen in dem Gebiete 
der synthetischen Geometrie.) 



X^ är diejenigen geometrischen Probleme , deren algebraische Lösung 
von Gleichungen von höherem als dem zweiten Grade abhängt, fehlt es noch 
an der Feststellung der zur constructiven Lösung derselben erforderlichen und 
ausreichenden fundamentalen Hülfsmittel, sowie an den Methoden zur systema- 
tischen Benutzung dieser Hülfsmittel. 

Indem die Akademie die Frage, die sie stellt, auf die Probleme be- 
schränkt, welche auf kubische Gleichungen führen, wflnscht sie, dass wenig- 
stens an einer Anzahl von speciellen Beispielen gezeigt werde, wie diese 
Lacke in dem Gebiete der constructiven Geometrie ausgefüllt werden könne. 
Namentlich verlangt sie die vollständige Lösung des folgenden Problems: 

Wenn dreisehn Punkte in der Ebene gegeben sind, so sollen durch 
geometrische ConstrucHon diejenigen drei Punkte bestimmt werden, welche 
mit den gegebenen zusammen ein System eon sechszehn Durchschnittspunkten 
zweier Cureen eierten Grades bilden. 

Bei der Lösung sind die Fälle zu berücksichtigen, in welchen einige 
der dreizehn Punkte imaginär und demgemäss nicht als individuelle Punkte, 
sondern als Durchschnittspunkte vorgelegter Curven gegeben sind. Gewünscht 
wird ferner, dass sämmtliche geometrische Constructionen durch die entspre- 
chenden algebraischen Operationen erläutert werden. 
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Die Arbeiten können in deutscher, französischer oder lateinischer Sprache 
abgefasst werden. 

Die ausschliessende Frist für die Einsendung der dieser Frage ge- 
widmeten Preisschriflen ist der 1. März des Jahres 1868. Jede Bewer- 
bungsschrifl ist mit einem Motto zu versehen und dieses ist auf dem Aeussern 
des versiegelten Zettels , welcher den Namen des Verfassers enthält, zu 
wiederholen. Die Ertheilung des Preises von 600 Thalern geschieht in der 
öffentlichen Sitzung am Leibnitztage im Juli des Jahres 1868. 
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